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Az ML becslés levezetése

Térjiink vissza Q-hoz:
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ML becslés az AR(1) esetben

ML becslés p-re

Az el6z6 egyenletekbdl:

Tegyiik fel, hogy p ismert és p = 0. Ebben az esetben a (0.1)
egyenlet megoldasa egyszertien felirhato

ﬂzyl_(AIYZJ’_' +6¥po) -
I—(+...+dp) ' SX(t) - X(t—1)
ahol 4= =2 -
- 1 2, X1
Xpnn =3 d>OoX(),  j=01,...,p-1 =
t=p+1—j Ide X(t) elallitasat beirva:

Ha itt p < T=>Yj+1 = X Vj és igy

R n” =2
p=X d=a+ —= )
" . .. . - X?(t—1
A (0.1) egyenletekbdl kapjuk az egyiitthatok becslését, ezt ,;2 ( )

azonban zart alakban nem adjuk itt meg.
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A becslés szorasa a regresszional A becslés szorasa az AR(1) modellnél

Az AR(1) esetben a paraméterbecslés szorasanak meghatarozéasa

kapcsan probaljuk megérteni, hogy miért kell masként Nézzilik hat masképp: &-ban a szamlalobeli szorzat tagjai
gondolkodni az autoregresszid, mint egy szokasos regresszio fiiggetlenek, ezért a szamlalo 0 varhato értéki.
esetén. Ha ez egy kozonséges regresszi6 lenne, akkor az X(t — 1) Bar az sszeg tagjal nem filiggetlenek, de korrelalatlanok:

magyarazo valtozd megfigyelt értékeit konstansokként, és a-t is
ismertként kezelve (azaz & feltételes eloszlasat vizsgalva) itt a
regresszios hibatagok linearis kombinacioja allna, ami maga is
normaélis lenne, és a szorast szamitva:

E(e(t)- X(t—=1)-e(t—1)- X(t—2)) =

=Ee(t)- E(X(t—1)-e(t—1)X(t—2))=0
(mert e(t) fiiggetlen a tobbi tényez6tdl)

& = N(a, Ug ) ezért az Osszeg szorasnégyzete a szorasnégyzetek Osszege, igy
Yo X3t -1)
-
adodna. Azonban az AR(1) modellben, ha a magyarazé valtozo, D? Ze(t) X(t-1)=(T -1)-02-0%
és a paraméter adott, akkor a fliggs valtozo is = e(t) is t=2

szamolhato és igy & egyaltalan nem véletlen!
A fenti érvelés tehat nem hasznalhato.
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A nevez6 T — 1l-gyel osztva a tapasztalati szorasnégyzet, "nagy" Térjiink vissza az AR(p) modellhez és a Q funkcionalhoz.
mintéara tehat (T —1) - (ri—tel becstilhetd, igy A pu szerinti derivaltbol kapott /i a "véghatéas" elhanyagolaséval

az X -ra egyszer(isodott. Irjuk ezt be az «a; szerinti derivaltbol

ZZ—:Q e(t)- X(t—-1) adodo (0.1) egyenletekbe. Igy

D*4 = D? =
* (T -1k r
. 3 {X(t) X (al(X(tf 1) - X) +---+ap(X(tfp)7Y)>}><
1 T — 1)o203 t=p+1
- DS eex( 1| = TN ’ 7
(T-1)"-0% = (T —1)°0% x(X(t—=j)=X)=0
it Ug( = ii . (+) = 17-_ 0412 Megint elhanyagolva a kezdeti hatéast felhasznaljuk, hogy
- T
Ez alapjan Z (X(t—k)—Y)‘(X(t—j)—Y)%T~:‘$(j—k)
. 1—a? t=p+1
&~ N(a, )
T-1 Ezt beirva, egyenletiink igy alakul:

Fontos kivétel, ha a = 1, illetve ha o u.n. kézel nemstacionarius,

R(N=a1R(j—1)+---+a.R(j — =1 ...
azaz a kozel van, vagy valamilyen értelemben tart 1-hez. ) = @R = 1)+ -+ @R( —p), J P
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Az autokovarianciak becslése A szoras becslése

Azaz a likelihood egyenletekbdl a véghatasok elhanyagolasaval a

Yule-Walker egyenleteket kapjuk, a becsiilt autokovarianciakkal. Azaz PP
Matrix alakban: ~ ~ a=R,"Rp.
R, = Rpa

hol A Yule-Walker egyenletekbdl a zaj szorasnégyzetének becslése:
aho
5.2 = R(0) — RT%;'R, = R(0) — R, - &.

) Aszimptotikus eloszlas: Gyakran a legkisebb négyzetes
©8 becslés sokkal nagyobb szoérasi, mint az ML becslés. Itt nem igy
van, az OLS és a ML kozelit6leg ugyanolyan eloszlasi:

RO),  R(1), . R(p—1)
- R(1), R(0), -+, R(p-2 . o2 _
f, = (: ) (: ) (P: ) Gp ~ N(a, =9,")
ﬁ(p —1), ﬁ(p —2), -, R(0) Ez Mann és Wald (1943) eredménye.
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A spektralstirtség becslése A tapasztalati autokorrelacio eloszlasa

Periodogram: Hogyan ellenérizhets a fehér zaj tulajdonsag?
2
1 u QA o A tapasztalati autokorrelacio fiiggvénynek
IT(\) = 5= > xee P _
2T P "szignifikdnsan" 0-nak kell lennie
o Mivel tudjuk,hogy ezek a becslések gyakorlatilag
o Ha az un. Fourier-frekvenciakra szamoljuk ki (A = 27k/T), fiiggetlenek (Nem csak normalis fehér zajral) és eloszlasuk
akkor éppen a megfigyelt idgsorra kiszamolt empirikus kozel N(0, %), ha igaz a nullhipotézis igy a 95 %-uknak a
spektralstriségfiiggvényt kapjuk il’\/g%s -s hatarokon beliil kell lennie - az 1,96 a standard
o A kapott becslés gyorsan lecsengs autokovarianciaju normalis eloszlas 95 %-os kvantilise. Igy példaul 40 "lag"-re
stacionarius Gauss folyamatra aszimptotikusan torzitatlan elkészitve, ha kett6-harom kicsit, vagy ha egy nagyon

o Sziikséges lehet a kapott I+ fiiggvény simitésa kilog, akkor elutasitjuk a fehér zaj hipotézist.
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Portmanteau probéak

Ljung — Box proba

Az alabbi probakat gyakran osszefoglalo néven Portmanteau
probakként emlitik. Egy T elemi idGsor megfigyelése mellett a

nullhipotézis mindvégig az, hogy a megfigyelt folyamat fehér zaj.

Klasszikus Portmanteau proba, vagy Box-Pierce teszt:

o Az els6 h "lag"-re véve a becsiilt autokorrelaciok
négyzetosszegét, ennek T-szerese:

Q=T-> (1)
T=1
ugy kell viselkedjen, mint h db fiiggetlen N(0,1)-es
négyzetosszege, ezért ez a statisztika X% eloszlasu. Ezt
teszteljiikk 1 — g szignifikancia szinten.
e Ha Q> X%, g X%, eloszlas g-kvantilisével, akkor elutasitjuk
a 0 hipotézist.
o Ez egy elég gyenge proba.
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Nemparaméteres regr

Running line (futé egyenes):
Simitas, altalaban a trend torzitott becslése.
A simitas soran 2 alapkérdés van:
o Hogyan "atlagoljunk" egy bizonyos kérnyezetben

o Hogyan valasszuk meg a kérnyezetet

o k-legkozelebbi szomszéd - a legkdzelebbi k pont

o Szimmetrikus k-legkdzelebbi szomszéd - az egyik és masik

oldalon is g, g pont. Egyfajta mozgo ablak.
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Ljung és Box finomitja az el6z6 eljarast.
o A nagyobb "lag’-ekhez tartozo autokorrelaciok sulyat kissé
megnoveljiik:

rA(nNT =)

M=

Que=T (T+2)
1

T

ez érzékenyebb és ezt jobban is kozeliti a X/27 eloszlas.

e h megvalasztasara Hyndman és Athanasopoulos h = 10-et
javasol nem szezondlis adatra, és 2m-et m-szezonalitasi
adatra. Patrick Burns h < 0.05 - T-t javasol.

o FEz a két proba nem csak normalis fehér zaj mellett jo.
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Mozgé ablakolés

Legyen:
Y =pu(X)+e,
ahol p sima fliggvény, és legyen mintank Y-ra és X-re.

o Running line: egy mozgd ablakot valasztunk, és az ablakon
beliil egy egyszerii linearis regressziot alkalmazunk Y-ra
X-szel.

e Y-t az X; alapjan abbol az ablakbol becsiiljiik, amelynek 6
van a kozepén.

o Pl k=11-re Yis-et az (Xo, Y9),...(X10, Y19) ablakbol,azaz
ezen parokra végziink regressziot, és ennek egyiitthatoival
prcdikéljuk Y14—Ct X14—b61.

o Ez az cljarés jo irregularisan megfigyelt idgsorra is. Ekkor
X; az id6, t, ami "véletlenszert", vagyis regresszorként is
felfoghato.
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kalis regresszio: LOESS A modellszelekeio

o A Running line és a mult félévben latott
Nadarajah-regresszié kombinécioja.
o Minden kornyezetben silyozott legkisebb négyzetes illesztés. o A modellszelekeio azt jelenti, hogy a megfigyelt adatainkbol
o A lokalis regresszio célja pl. trend kisziirése nem csak egy ’a priori’ adott paraméteres modell ismeretlen
o A leggyakrabban hasznalt sulyfiiggvény: paramétereit becsiiljiik, hanem magat a modellt is.
s o Ehhez els6ként meg kell hatarozni az alkalmas modellek
W(t) = {(1 -ty o<t<l halmazat, melybdl aztan valamely kritérium szerint a
0 kiilénben legjobbat valasztjuk.

o Hogy mit tekintlink legjobbnak, az a vizsgalat céljatol figg.
ahol t az adott pont tavolsiga az illesztendd ponttol &Y &) ’ & ! £8

(0;1)-re skalazva.
o Robusztus regressziot is lehet hasznalni, ha
szimmetrikusnak tételezziik fel a zajt normaélis helyett.
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A rendszelekcié mint modellszelekcio Modellszelekei6 hipotézisvizsgalattal

o Modellvalasztas céljara alkalmazhatunk egyszerd
o Iddsorok esetén a rendbecslés a modellszelekci6 egy hipotézisvizsgalatot.
specialis fajtaja.

o Tekintsiink els6ként egy két elemii M halmazt és tegyiik
o Tekintsiik példaul alkalmas modelleknek az autoregresszios fel, hogy My és M, egymaéasbadgyazott, azaz az M; modell
folyamatok csaladjat. Ekkor a modellvalasztas problémaja az My egy specialis eseteként foghato fel.
lesziikiil az autoregresszios egyenletben szerepld legnagyobb o Ekkor a modellszelekcié annak a Ho nullhipotézisnek a
k.eslelte.te.s meghatarozasara. Masszoxial. a paraméterek tesztje, hogy a valodi eloszlas az My szerinti. Amennyiben
dimenzi6jat, a folyamat rendjét becstiljiik. Ho-t elvetjiik, az My bévebb modellt érdemes valasztanunk.
o A rendbecslési eljarasok rendkiviil sokfélék, a témaval e Ha példaul a vizsgalatunk célja, hogy minél jobb
foglalkozo szakirodalom rohamosan béviil. A tovabbiakban elérejelzést adjunk, a nullhipotézist modosithatjuk eszerint:
az informacioelméleti modszerekre helyezziik a hangsulyt. Ho jelentse, hogy az elérejelzés atlagos négyzetes hibaja az
o Egy rovid bevezetés utan bemutatjuk az informéacios Mj; modellben kisebb.
kr%tér%umok csalddjat, koztiik az Akaike és a Bayes-i és o T6bb egymésba agyazott modell esetén a fenti eljaras
kritériumokat. kiterjeszthetd tesztek lancolatava, az altalanostol az egyre

specifikusabb modellek felé.
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Modellszelekeio kritériumok alapjan

Modellszelekei6 informacioés kritériumokkal

A modellszelekeios kritériumok megjelenésével a
modellvélasztas kérdése hipotézisvizsgalatbol becslési
problémava alakult at.

Az illeszthet6 modellek halmazabodl azt az eloszlast
valasztjuk, amelyre nézve az adott hibafiiggvény a legkisebb
értéket veszi fel.

A legtobb kritérium a becsiilt és a valodi folyamat kozotti
eltérést tekinti kockdzatnak. Linearis modellek esetén a
végss elorejelzési hiba (final prediction error) kritérium az
elérejelzés atlagos négyzetes hibajat nézi.

Szintén elterjedt modszer a Parzen-féle CAT kritérium, ami
a spektralsiiriségfiiggvények eltérését, az an. integralt
relativ négyzetes hibat minimalizalja autoregresszios
folyamatok esetén.
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MDL és MML kritériumok

Szintén informacidelméleti alapokon nyugszik a kiillonbozé
strukturaji modellek 6sszehasonlitasara is alkalmas
minimalis lefrashossz (minimum description length),
valamint annak bayesi alternativaja a minimalis
tizenethossz (minimum message length) kritérium. A
modszer koncepcidja, hogy azt a modellt valasztja, ami a
megfigyelt adatokat a legrévidebb koddal irja le.

Erdemes megemliteni még a David Spiegelhalter altal
kidolgozott deviancia informacios kritériumot, mely
bonyolult hierarchikus modellek esetén az optimélis
paraméterszam meghatéarozaséara szolgal. Ez az eljaras
elsésorban akkor hasznos, amikor a paraméterek szadma igen
nagy és Osszemérhet6 a mintaelemszammal.
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o Az informaciéelméleti modszerek a fentiekkel szemben
altalanosan kiterjeszthet6k barmely modelltipusra.
Jelblje Oy az M modell becsiilt paramétereit.
Hibafiiggvényként tekintsiik a P; modelleloszlas és az Y
adatok tényleges eloszlasa kozotti Kullback-Leibler
tavolsagot. Ekkor a minimalizalandé fiiggvény az alabbi
altalanos alakba irhato:

IC(M) = —2log f(y, m) + C(n)km

ahol f(y,0y) az adott modellnek megfelels
likelihood-fiiggvény, kp € Z a modellbeli paraméterek
szama, C(n) pedig a megfigyelések szamatol fiiggs tn.
biintetsfaktor. Az altalunk vizsgalt informacios kritériumok
minddssze a C(n) faktorban kiilonboznek egyméastol.

A két legelterjedtebb modszer az Akaike informéacios
kritérium (AIC), ahol C(n) = 2, valamint a Schwarz-féle
bayesi informécios kritérium (BIC), melyre €(n) = log n.
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