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Val6szintiségszamitas 1, 2. minta zarthelyi dolgozat, 2022 §sz

Tegyiik fel, hogy az X7, X, ... valoszintiségi valtozok fliggetlenek, stirtiségfiiggvényiik:

0;, a<2.
Konvergens-e valamilyen értelemben az (X + X2 + ... + X,,)/n valoszintiségi valtozokbol 4llé sorozat, és ha igen,
mi a limesze?
Megoldas. Az X; valoszintiségi valtozo varhato értéke:

E(Xj):/o;x-f(x)dw:/:cj do = {—ir — 4.

— =2

Mivel véges a varhato érték, és a valoszintiségi valtozok fliggetlenek, azonos eloszlastak, a nagy szamok erds
torvénye alapjan az atlag 1 valoszindséggel konvergal E(X;) = 4-hez. Az 1 valoszintiség konvergenciabol a
sztochasztikus és az eloszlasbeli is kovetkezik.

Tegytik fel, hogy egy véletlenszerten kivalasztott ember jovedelme (ezer forintban szamolva) 500 varhato értékd és
50 szorasa valoszintségi valtozo (ez mindenkinél azonos eloszlas). Filiggetleniil kivalasztva 100 embert, mennyi a
valoszintisége, hogy az atlagos jovedelmiik tobb 510 ezer forintnal? Adjunk koézelitést erre a valdszintségre, illetve
adjunk fels6 becslést is a Csebisev-egyenlGtlenség alapjan.

Megoldas. Legyen X; a j. kivalasztott ember jovedelme. Ekkor a varhaté érték additivitasat és a fiiggetlenséget

felhasznalva
100 100

E(ZX]-) =100 - 500 = 50000; D2<ZX]-> =100 - 50% = 250000.
j=1 j=1

Legyen X az atlag. A fentiekbdl az is kivetkezik, hogy

100

E(X)=500; D(X)= 00 <ZX)

Igy a Csebisev-egyenl6tlenséget az atlagra alkalmazva:

2
P(X > 510) < P(|X — E(X )|>10)<%725%

Masrészt, a centralis hatareloszlastételen alapuld kozelités szerint

100 > X — 100 - 500
(ZX — 100 - 500 > 100 - 10>—IP( T >2)%1—<I>(2):3%,

Jj=1
hiszen E(X;) = 500, D(X;) = 50 és n = 100 helyettesitések utan éppen a centralis hatareloszlastételben szerepld
kifejezést kapjuk.

P(X > 510)

Tegyiik fel, hogy az X és Y valoszintiségi valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye:
fla,y) =100<2<1,0<y<1) - (z+y) -«

ahol ¢ megfelel§ pozitiv szam.
a) Hatarozzuk meg c értékét.
Megoldas.

1 1 1 1
//<x+y)dxdy:/ Gy =1,
0 0 0 2

tehat ¢ = 1. Igy valoban strtségfiiggvényt kapunk, hiszen a megadott fiiggvény nemnegativ és a fenti szamolas
értelmében 1 az integralja R?-en.

b) Hatarozzuk meg az E(X|Y") feltételes varhato értéket.
Megoldas.

- _fola:(:c—i—y)dx_%Jr%_Q—I—Sy
B(X|Y = y) = 10 =3tz _ 2t
fo(x+y)dx 5ty + 6y



A végeredmeény realisnak ttinik, mert 0 és 1 kozotti, s6t még az is leolvashato, hogy a legnagyobb értéke 2/3 (y = 0
esetén, ekkor a feltételes stirtiségfiiggvény 0-rol né linearisan 1-re), mig a legkisebb értéke 5/9 (y = 1 esetén, ekkor
a feltételes stirtiségfiiggvény 1-r6l né linearisan 2-re).

c) PIX+Y <1)=?
Megoldas.

1—x)2 1 1. 1 1 1

1 pl-z 1
P(X+Y<1)—/O/O (x+y)dydw—/0(ff(1 e R R T R A

ami megintcsak realis, mert a stirtiségfiiggvény értéke kisebb a négyzet ezen felén, mint a masikon.

(4) Tegyiik fel, hogy egy 1000 km-es sivatagi autés turara indultunk egy potkerékkel. Sajnos az utak nagyon rosszak,
igy itt az egyes kerekek élettartama fliggetlen exponencialis eloszlasunak tekinthetd, de csupan 1000 km varhato
értékkel. Mi a valoszintisége, hogy célba tudunk érni kiils§ segitség nélkiil? (A kereket ki tudjuk cserélni sziikség
esetén, de javitani nem tudjuk.)

Megoldas. Az exponencialis eloszlas nevezetes tulajdonsigait tudjuk hasznalni. Jeldlje X; az i-dik kerék élet-
tartamat (km-ben, i = 1,...4). Az els6 defekt "id6pontja" Y7 = min(Xy, X, X3, X4), ami szintén exponencialis
eloszlasi, \ = ﬁ paraméterrel. A kerékcsere utéan a régi kerekek is ujként viselkednek az exponencialis eloszlas
orokifju tulajdonsaga miatt a kovetkezd defektig megtett ut, Yo ugyanolyan eloszlast lesz mint Y7 és téle fiiggetlen.
A keresett valoszintiség tehat P(Y; +Y> > 1000), ami kihasznalva, hogy fiiggetlen azonos paramétert exponencialis
eloszlasok konvolicioja Gamma eloszlas (2, \) paraméterrel, éppen 1 — F'(1000) = 0,0916 a megfelel§ paraméteri
Gamma eloszlas eloszlasfliggvényébsl. Nem meglepd, hogy ilyen kicsi a keresett valoszintiség, hiszen a defektek
kozotti at varhatod értéke csupan 250 km.

(5) Legyen X strtiségfliggvénye 22 ha 0 < x < 1, Y pedig egyenletes eloszlas a (0; 1) intervallumon és tegyiik fel, hogy
fiiggetlenek. Adjuk meg X + Y siirtiségfiiggvényét!

Megoldas.

0 ha z < 0 vagy z > 2

Fxav () =< Jo Ix) fy(z —u)du = [ 2udu = 22 ha0<z<1 (1)
1_ fx()fy(z —u)du = 1_ 2udu=1—-(2—1)2 hal<z<2
z—1 z—1

Konnyen ellenérizhetd, hogy a kapott fiiggvény nemcsak hogy stirtségfiiggvény, de folytonos is és a maximuma az
1/2-ben van.



