Val6szintiségszamitas, 5. feladatsor, 2022. oktéber 15.

1. Tegyiik fel, hogy a holnapi k6zéphémérséklet 6 varhato értékii 2 szorasi normalis eloszlastu valdszintiségi valtozo.
Mennyi a valoszintsége, hogy a holnapi kézéphdmérséklet legfeljebb 10 fok? Mennyi a valoszintisége, hogy a
holnapi kézéphémérséklet 8 és 10 fok kozé esik? Mennyi a valészintisége, hogy a holnapi kézéph&mérséklet 0 és
12 fok kozé esik?

Megoldas

Jelolje X a holnapi kdzéphémérsékletet. A feladat szovege alapjan X eloszlasa N(6,22). Mivel P(X = a) = 0,
ezért teljesiil, hogy P(X < a) = P(X < a). Ezt felhasznalva kapjuk, hogy
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_ @(10; 6) — ®(2) = 0,9772.

Itt (X —6)/2 standard normalis (0 varhato értékd, 1 szorasa) eloszlasu, ezért a strtségfiiggvénye \/%e’ﬁ/ 2A

d(t) = ffoo ée*ﬁ/ 2 dx fiiggvény értékeit tablazatbol olvashatjuk ki.

PE< X <10)=P(X <10) —P(X < 8) =®(2) — ®(1) =0,9772 — 0,8413 = 0, 1359
Az utolso kérdés megvalaszolasahoz hasznaljuk fel, hogy ®(—z) =1 — ®(x).

P0 < X < 12) = P(X < 12) — P(X < 0) = ®(3) — ®(—3) = B(3) — (1 — B(3)) = 28(3) — 1 = 0,9974

Legyen a késziilék élettartama X év, ekkor X ~ N(10,4). Keressiik azt az a értéket, amelyre: P(X < a) =0, 1.

Azaz @(%w) =0, 1. Felhasznalva, hogy ®(1,29) ~ 0,9, és ®(—z) = 1 — ®(z). Azt kapjuk, hogy “310 =—1,29,
ahonnét a = 7,42 év. Ennyi garanciat adhatunk.

2. Egy szoftver frissitéséhez 68 fajlt kell telepiteni, amik egymastol fiiggetleniil 10mp varhato értékd és 2mp szorasu,
normalis eloszlasu ideig t6ltGdnek.
a) Mennyi a valoszintsége, hogy a teljes frissités lezajlik 12 percen beliil?
b) A cég a kovetkezd frissitésnél azt igéri, hogy az méar 95% valoszintdséggel 10 percen beliil betoltédik. Hany
fajlbol allhat ez a frissités?
(®(2,42) = 0,992, P(1,645) = 0,95)

Megoldas

Legyen X egy fajl telepitési ideje u = 10 mp varhato értékkel és ¢ = 2 mp szorassal. Jelolje S, az n db fajl
telepitési idejének az Gsszegét (n = 68). Mivel fiiggetlen normaélis eloszlasok Gsszege is normalis eloszlasu, S, is
normalis eloszlast, nu varhato értékkel és \/no szorassal. Igy, felhasznalva, hogy m varhato értéki és o szorasi
normélis eloszlas esetén (X —m)/o standard normalis eloszlast valoszintségi valtozo, és igy az eloszlasfiiggvénye
P:
a)

Sp —np < 720 — 680
Vno 268

P(teljes frissités lezajlik 12 percen beliil) = P(S,, < 720) = P < ) = ®(2,42) =99,2%

b)

0,95_P(Sn<600)_P(S np 600 O”>_ (600 0”)
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Mivel tudjuk, hogy ®(1,645) = 0,95, fgy 1,645 = — NG

legfeljebb 57 fajlbol allhat a frissités.

. Ezt megoldva kovetkezik, hogy n = 57,5, azaz

3. Egy elektromos vezetékgyarto cég 40 m-es vezetékeket gyart 0,2 m szorassal. Legfeljebb mennyi annak a valo-
szintisége, hogy a vezeték hossza legalabb 1 m-rel eltér a varhato 40 m-es értéktsl? Mennyi a pontos érték, ha
feltessziik még azt is, hogy a hossz normélis eloszlasu?

Megoldas



A Csebisev-egyenlétlenséget € = 1 értékre hasznalva

D*X) 0,2?
P(X —40/>1) < o =2 =004

Vagyis legfeljebb 0,04 annak a valoszintisége, hogy a vezeték révidebb, mint 39 m ill. hosszabb, mint 41 m.

Ha X normélis eloszlasi, a 40 koriili szimmetria miatt:

X—40 _ 1
0,2 0,2

P(|X —40] > 1) = 2P(X —40 > 1) = 2(1 - P(X < 41)) = 2(1-1{»( )) = 2(1—®(5)) = 0,0000006.

A tablazat szerint ®(5) > 0,9999, valojaban ®(5) = 0,9999997 (példaul az R szoftverben pnorm(5), matlabban
normcdf (5)).

. Legyen X eloszlasa (a) normaélis eloszlas m és o paraméterekkel; (b) Poisson-eloszlas A > 0 paraméterrel; (c)
exponencialis eloszlas A > 0 paraméterrel. Hatarozzuk meg X szorasat.

. Hazzunk egy franciakartya-csomagbol két lapot visszatevés nélkiil. Jelolje X a kihtuzott karok, Y az aszok
szamat. (Otvenkét lap van a csomagban, ebbél 13 karo és 4 asz, karé 4szbol pedig egy van.)

(a) Adjuk meg X és Y egylittes eloszlasat.

(b) Igaz-e, hogy X és Y fiiggetlenek?

(¢) Mennyi X + Y véarhato értéke? Mennyi 3X + 5Y varhato értéke?

Megoldas

(a) A csomagban 12 kar6 nemasz, egy kar6 4sz, 3 nemkaré sz, valamint 36 tovabbi lap van. Ez alapjan példaul

3) (12 (36
annak a valdszintisége, hogy pontosan 1 kar6 és 1 asz van: W = 5,43%. A tobbi lehetSség ehhez

hasonléan meghatarozhato:

A/ 0 1 2 Osszesen
0 47, 5%  32,6% 5% 85,1%
1 8,1%  5,4% 0,9%  14,4%
2 0,2% 0,2% 0 0,4%
Osszesen | 55,8% 38,2% 5,9% 100%

&
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(b) Nem igaz, ugyanis példaul ekkor: P(X = 1,Y =1) =P(X =1)-PY = 1) = “5st -
lennne, de ahogyan azt fentebb kiszamoltuk ez a valoszintiség = 5, 43%.

Fliggetlenség esetén minden k,l-re P(X =k, Y =1) = P(X = k) - P(Y =) teljesiilne, s6t P(X < z,Y < y) =
P(X < z)-P(Y < y) minden z, y-ra a pontos definicio.

(c) A varhato érték lineraris, azaz E(aX +bY) = aE(X) +bE(Y). Igy elég kiszamolni az E(X) és E(Y) értékeket.

Vagy példaul annak valészintisége, hogy mindketts 0: = 47,5%.
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Ehhez nem kell a fliggetlenség, ami jo, mert most X és Y nem fiiggetlenek, de igy is

E(X+Y)=E(X)+E(Y)



Definici6 szerint: E(Y)=1-P(Y =1)+2-P(Y =2)=1-

Hasonloéan szamolhato E(X):

(%)
+2.22) = 1.382% +2-5,9% =0,5

(%)

Ekkor E(X +Y) = 0, 65.

illetve E(3X 4+ 5Y) = 3E(X) + 5E(Y) = 2,27, hiszen 3X = X + X + X, ugyanigy, mint az el6bb.

Altalaban E(cX) = cE(X) minden valés c-re.

A varhato értékeket masképp is kiszamithatjuk: X eloszlasa hipergeometrikus eloszlas, ebbdl kapjuk, hogy a

varhato értéke 13/52 -2 = 0,5, illetve Y eloszlasa is hipergeometrikus, igy a varhato értéke 4/52 -2 = 2/13.

. Egy osztalyba 16 fit és 20 lany jar. Tegyiik fel, hogy minden tanitasi napon egymastol fliggetleniil a fiuk 0, 04,
a lanyok 0,05 valészintiséggel hianyoznak. Legyen X a jov6 hétfén hianyzo fiuk, Y pedig a jové hétfén hianyzo
lanyok szama.

(a) Szamitsuk ki az Osszes jov6 hétféi hianyzo, vagyis X + Y varhato értékét.
(b) Szamitsuk ki X, Y és X + Y szorasat.

(¢) Mennyi X és Y kovarianciaja?

(d) Mennyi X és X +Y kovarianciaja?

(e) Mennyi X és X +Y korrelacios egytitthatoja?

Megoldas

(a) X ésY is binomialis eloszlasu, igy

E(X +Y)=E(X)+E(Y)=16-0,04+20-0,05 = 1,64.

Itt még nem is hasznaltuk, hogy X és Y fiiggetlenek.

(b) Binomiélis eloszlasnal a szorasnégyzet np(1 — p), igy a fiiggetlenség miatt
D(X)=+/16-0,04-0,96 =0,784; D(Y)=+/20-0,05-0,95=0,975; D(X+Y)=+/D?(X)+ D?(Y)=1,251.

(c) Mivel X és Y fiiggetlenek, kovarianciajuk 0.

(d) A kovariancia bilinearis tulajdonsaga és X,Y fliggetlensége alapjan

cov(X, X +Y) = cov(X, X) + cov(X,Y) = D*(X) + 0 = D*(X) = 0,615.
cov(X,Y) =E(XY) -E(X)E(Y)
(e) Az el6z8ek és a korrelacios egyiitthato definicioja alapjan

cov(X, X +Y) 0,614
D(X)D(X +Y)  0,784-1,251

RX,X+Y) = =0, 626.

A korrelacios egytitthatd mindig a [—1, 1] intervallumba esik. Ez egy kézepes erGsségi, pozitiv iranya (pozitiv
az el6jel, minél nagyobb X tipikusan annal nagyobb X + Y is), linearis osszefiiggésre utal.

. Egy cukraszdaban kétféle terméket arulnak. Tegyiik fel, hogy a fagylaltot kérsk szdma (ez legyen X)), Poisson-
eloszlasi 50 paraméterrel, a siiteményt kérdk szama Poisson-eloszlast 150 paraméterrel (ez legyen Y'), és hogy
X ésY fiiggetlenek. A fagylalt ara 300 forint, a siiteményé 500.

(a) Mennyi a napi bevétel varhato értéke, illetve szorasa?
(b) Szamitsuk ki X-nek és napi bevételnek a korrelacios egyiitthatojat.

Megoldas



s adag fagylaltok szamanak és a bevételnek az egyiittes el

o

2

g ©

= s

§ 1 ® o gc * £

©
2 ® e nﬂia “ o
o88p o oy ° °
s g N ama I%gul ﬂgo o
T 2 oo 2o, °
2 8 08%
g s o Banl l a', 8%
P

o o nu, o

S 4

S 00 © og0

° o
°

2 °

g1 =

~ T T T T

40 50 60 70

kis adag fagylaftok szdma

1. dbra. Az X +Y és 300X + 500Y egyiittes eloszlasa kétszaz megfigyelés alapjan

(a) Hasznaljuk fel a varhato érték linearitasat, illetve azt, hogy a Poisson eloszlas paramétere a varhato értékkel
egyezik meg. E(300- X +500-Y) =300 E(X)+ 500- E(Y) = 300 - 50 + 500 - 150 = 90000
Mivel X és Y fiiggetlenek, és D?(X) = 50, D2(Y) = 150, ezért D?(300 - X + 500 - Y) = 300°D?*(X) +
5002 D?(Y) = 42000000 = D(300 - X + 500 - Y') = /42000000 ~ 6480, 74

(b) A kovariancia tulajdonsagai, illetve X és Y fiiggetlensége miatt cov(X,300- X +500-Y") = 300- cov(X, X)+
500 - cov(X,Y) = 300 - D*(X) + 0 = 300 - 50. Tehat a korrelacios egyiitthato: R(X,300 - X +500-Y) =

cov(X,300- X +500-Y) _ 300 - 50 ~0.397

D(X)-D(300- X +500-Y)  \/50-6480,74

8. Egy szabalyos dobokockat kétszer feldobunk. Legyen X a dobésok Gsszege, Y a kiilonbségiik. Szamitsuk ki
cov(X,Y)-t és R(X,Y)-t! Fiiggetlen-e X és Y'? Szamitsuk ki R(X 4+ Y,2X — Y)-t is.

Megoldas

Legyen Z; az els6, Zs a masodik dobéas értéke, tehat X = Z; + Z5, Y = Z; — Z5. Ekkor X és Y kovariancidja a
kovetkezGképpen irhato fel:

cov(X,Y) = cov(Z1+Za, 71— 7o) = cov(Zy, Z1)—cov(Zy, Za)+cov(Za, Zy)—cov(Za, Zo) = D*(Z))—D?*(Zy) = 0,

hiszen 71, Zs fliggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok. Mivel a kovariancia 0, ezért a korrelacios egytitt-
hato is 0, viszont ebbdl nem kovetkezik, hogy X és Y fiiggetlenek, ugyanis

0=P(X=2Y=1)#£P(X=2PY =1)>0.

R(X +Y,2X —Y) meghatarozasadhoz szamoljuk ki a cov(X 4+ Y,2X —Y) értéket. A szamolas soran hasznaljuk
fel, hogy D?(X) = D*(Y) és azt, hogy cov(X,Y) = 0 (ezt az elsbb belattuk).

cov(X +Y,2X —Y) = 2cov(X, X) — cov(X,Y) + 2cov(X,Y) — cov(Y,Y) = 2D*(X) — 0+ 0 — D*(Y) = D*(X)

cov(X +Y,2X —Y) D*(X)

R(X+Y,2X-Y) =

D2(X) D) 1 e
V2D%(X)\/5D%(X) V10D%(X) 10

9. Tegyiik fel, hogy egy ember (szisztolés) vérnyomasa minden mérésnél 120 Hgmm varhato értékd, 10 szorasa
valoszintiségi valtozo. Legyen X és Y két vérnyomasmeérés eredménye, és tegyiik fel, hogy elég sok idé eltelt a
két mérés kozott ahhoz, hogy feltehessiik, hogy a mérési eredmények egymaéstol fiiggetlenek.

(a) Mennyi a két mérés atlaganak varhato értéke és szorasa?

(b) Mennyi lenne a mérések atlaganak varhato értéke és szorasa n = 10, illetve n = 100 mérés esetén?

(¢) Ha n mérés van, mennyi az els6 k mérés atlaganak és az Gsszes mérés atlaganak a korrelacios egytitthatoja?
Megoldas

DX +Y)D(2X —Y)  \/D2(X) + D2(Y) + 2cou(X, Y)\/AD2(X) + D2(Y) + 2co0(2X, —Y)



10.
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(b) A el6z6 szamolas 2 helyett n tagra ugyantgy mikodik, igy az atlag varhatod értéke 120, a szorasa
v 10 = 3,16, illetve 1.

D(X1)

3

(¢c) Az els6 k mérés atlaganak és az Osszes n mérés atlaganak korrelacios egyiitthatoja \/g , ugyanis legyen X; a
j. mérés eredménye, ekkor a kovariancia bilinearis tulajdonséga és a fiiggetlenség miatt

cov(Xy + ...+ X5, X1 + ...+ X)) = kD*(X),

igy a két atlag kovariancidja D?(X)/n. Ebbdl a (b) felhasznalasaval

2
R Xit o A X XA X DT(LX) :\/E
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Egy csoportban 25-en tanulnak. Tegyiik fel, hogy a tanulok sziiletésnapjai fliggetlenek és az év tizenkét honap-
jaban egyenletes eloszlasiuak. Szamitsuk ki azon honapok szaméanak a varhato értékét és szorasat, amelyekre egy
sziiletésnap sem esik.

Megoldas

Legyen II; annak indikatora, hogy a j. honapra egyetlen sziiletésnap sem esik. Ekkor

11\* 10

E(;) =E(I}) = (12) : E(I;I) = (12>25,

az els§ ugyanis annak valoszintsége, hogy a j. honapban senki nem sziiletett, a masodik varhaté érték pedig
annak valoszintisége (j # k esetén), hogy sem a j., sem a k. honapban nem sziiletett a tanulok egyike sem, a
sziiletések pedig fiiggetlenek, egyenletes eloszlastiak. Legyen X az olyan honapok szama, ahol egyetlen tanulo
sem sziiletett. Ekkor, mivel X az I;-k 6sszege, hasznalhatjuk az Osszeg varhato értékére és szorasara vonatkozo
Osszefiiggéseket:

E(X) = iE(Hj) —12. <E>Q5 1,36
D*(X) = iDQ(Hj) +2z;€cov(]1j,]1k) =12 ((g)% — (12)50) +12-11- (Gg)zs - (E)s(}) =1,03.



