Valoszintliségszamitas, 4. feladatsor, 2022. oktdéber 3-7.

1. Legyenek az X diszkrét valoszintiségi valtozo értékei —2,1, 3, a kovetkez6 valoszintiségekkel:

P(-2)=1/2, P(1)=1/3, P(3)=1/6.

Rajzolja fel az F(z) eloszlasfiggvényt! Mennyi X varhato értéke?
Megoldas

Definici6 szerint F(z) =P(X < x)
Peldaul F(1) =P(X <1)=P(X =-2)=1/2, vagy F(2) =P(X <2)=1/2+1/3=5/6

0, ha z < -2

3, ha —2<z<1
Flo) = PX <z)= i+l—§ ha 1<z <3

273" & =

1 ha = >3

Szintén definicio szerint X varhato értéke:

3
EX)= Y FPX=k)=-2PX=-2+1PX=1)+3PX=3=
k=-—2

2. Véletlenszertien vélasztunk egy pontot az x2 4+ y? < 1 kor belsejében. Jeldlje Z a tavolsagat a kozépponttol.
Adjuk meg Z eloszlas— és stirtiségfliggvényét, varhato értékét és szorasat!

Megoldas

Legyen Z a kozépponttdl vald tavolsag. Ekkor 0 < Z < 1, igy a tovabbiakban csak erre az intervallumra
szoritkozunk (tehat az eloszlasfiiggvény a (—oo,0) intervallumon 0, az (1, 00) intervallumon 1).

F(r):P(Z<r):—jr:r2

ebbdl derivalassal adodik, hogy
fry=F'(r)=2rI(0 <7 < 1),

és konnyen ellendrizhetd, hogy ez valoban stirtiségfiiggvény:

F(r)jf(x)dx

minden r-re.

D*(Z) = BE(Z*) - E*(Z) =

3. Legyen X strtiségfiiggvénye % ha z > 1, és 0 kiilonben.
x

a) Mennyi ¢ értéke?
b) Szamitsuk ki X momentumait minden olyan k > 1-re, melyre ez véges.

¢) Mennyi X szorasa?



Megoldas

a) Altalaban is,

/ f(z)dx =1,
ha f a strtségfliggvény.
o] t ¢
. c . c . c . c c c ¢
Mivel 1 —/Fdx—tlggo ?dx—tlggo [3-x3]1 _tliglo {3.153 3.8 —0+§ =3
1 1
. ¢ c 17 ¢ . .
egyszertibb jeloléssel: 1 = / —dr = |—— = — |, igy kovetkezik, hogy ¢ = 3.
x4 -3-23], 3
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o0
k=371
b) E(XF) :/mk%dz‘z {Skx 3 } =3 3 Rz ha k = 1,2. Ha k > 3, akkor nem létezik a k. momentum.
T -3 ], —
1

¢) B(X?) = /x = dr = [_3} = 3, tehat a szorasnégyzet: D*(X) = B(X?) — E*(X) =3 — 1,5 = 0,75,
x

T 11
vagyis a szoras D(X) = /0,75 =~ 0,866

Ez az eloszlas a Pareto-eloszlasok kozé tartozik, a Pareto-eloszlasokat példaul a biztositasmatematikaban hasz-
naljak a karkifizetések modellezésénél.

. Legyen X egyenletes eloszlasi az [1,4] intervallumon. Szamitsuk ki (X — 1)? varhato értékét!

Megoldas

Az X —1 valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlasu a [0, 3] intervallumon. Tehat a stirtiségfiiggvénye f(y) = 1(0 <
y <3)i.

%) 3
E((X — 1)%) = / V2 f () dy = / Vo idy =3
—00 0

Mas megoldas:

2
B((X ~ 1) = D2(x — 1)+ B2 (x — 1) = B0 +(0;3) 3,94

Harmadik megoldas: ha g az X strtségfliggvény, akkor

E(X —1)?) = / (x —1)%g(2) dx = /(m —1)2. édz =3.

. Az X valo6szintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye:

Mennyi ¢ értéke? Mennyi annak valoszintisége, hogy X értéke 1/4 és 1/2 kozé esik? Mennyi a valoszintisége,
hogy 1/2 és 3/4 kozé esik? Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.

Megoldas

Minden stirtiségfiiggvényre igaz, hogy
(oo}

/ F)doe =1,



Most

o'} 1 1 121 1
/f /c mdx:c/xdx:c— =c-—-—=1 = c=2
2 .0 2
0 0

Azokba az intervallumokba, ahol azonosan 0 a stirtiségfiiggvény, X nulla valoszintséggel esik, tehat most 1
valoszintiséggel a [0, 1] intervallumbol veszi fel az értékeét.

Altalaban, ha az X valoszintségi valtozo sirtségfiiggvénye f, akkor

}P’(angb):/f(x)dac

teljesiil tetszdleges a < b esetén. Ezért annak valoszintsége, hogy X értéke 1/4 és 1/2 kozé esik:

1/2 1/2

P(1/4< X <1/2) = /f(a:) dz = /2xdx = [?2 = (;)2 - (i)Q = % = 18, 75%.

1/4 1/4

X siiriségfiggvénye

18,75%

Hasonloképpen annak valoszintisége, hogy X értéke 1/2 és 3/4 kozé esik:

3/4 3/4 ) )
1
P(1/2 < X <3/4) = /f(ac)dx: /Zxdx: [mZ]ifl/Q = (i) — (2) = % = 31, 25%.
1/2 1/2

Az eloszlasfiiggvény meghatéarozasahoz az F(t) = P(X < t) f f(z) dx Gsszefliggést hasznalhatjuk.
Ez a fliggvény 0, ha t < 0, hiszen azonosan nullat integralunk. Masrészt, ha 0 < t < 1, akkor

/ f(z /2xdx = [1’2];:0 =2
Ha pedig ¢t > 1, akkor

F(t)/tf /12 =[2?],_, =1
—o0 0

Ha két szamot valasztanank a (0,1) intervallumbdl egyenletes eloszlassal, egyméastol fiiggetleniil, és vennénk a
nagyobb szamot, annak a strtiségfiiggvénye pont a fenti f lenne.

. Két kockaval dobunk. Egy ilyen dobéast sikeresnek neveziink, ha van 6-os a kapott szamok ko6zott. Varhatoéan
hény sikeres dobasunk lesz n prébalkozasbol?

Megoldas

Legyen X a sikeres dobasok szama az n dobasbol. Ekkor X egy p paramétert binomialis eloszlast kovet, melyre

p= é—é a sikeres dobas valoszintisége. Igy X véarhato értéeke E(X) = np, azaz varhatoan één sikeres dobasunk

lesz.



X eloszlasfiiggvénye
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7. Egy tizemeletes héz foldszintjén 15 ember szall be a liftbe. Egymaéstol fiiggetlentil mindenki valaszt a 10 emelet
koziil egyet (mindegyiket azonos valoszintiséggel), ahol kiszall. Varhatéan hany emeleten all meg a lift?

Megoldas

Legyen X, annak indikatora, hogy a j. emeleten megall a lift (j = 1,2,...,10). Ekkor a kérdés valdojaban az
Xj-k Osszegének varhato értéke, ami a varhaté érték additiv tulajdonsidga alapjan, illetve az alapjin, hogy egy
emeleten akkor nem &ll meg a lift, ha mindenki a t6bbi 9 emelet valamelyikét valasztja, és ezek a valasztasok
egymaéstol fliggetlenek:

E(i)g) :jzz]E(Xj) =10-1-P(X;=1)=10- (1 - (190>15) =7,94.

8. Mennyi az 6toslotton kihdzott

a) szamok Osszegének varhato értéke?
b) péaros szdmok szadmanak varhato értéke?

c¢) a kihtizott paros szamok dsszegének varhato értéke?
Megoldas

a) Egy htzasnél a varhato érték 1+ o + 2 o 4 -+ 90 - g5 = 125490 — 45 5 Ot szam kihtizésa esetén pedig
az Osszeg varhato értéke 5 - 45,5 = 227, 5, a varhato érték linearitasa (additivitdasa) miatt.

b) A lotton kihtizott (paros és paratlan) szamok szamanak varhato értéke 5, azaz F(parosak szama)+FE(paratlanok szama) -
5. Mivel ugyanannyi paros és paratlan szam koziil valaszthatunk, igy F(péarosak szama) = E(paratlanok szama).
Ez viszont csak akkor teljesiilhet, ha a F(parosak szdma) = 2, 5.

c) Legyen az X; valoszintiségi valtozo értéke j, ha j paros és a j szamot kihaztuk, és 0 kiilénben (j = 1,2, ...,90).
Ekkor a kihtuzott paros szamok Osszege éppen az X;-k Osszege, igy a kérdéses varhato érték, a varhato érték
additiv tulajdonsiga alapjan:

90 90 45
5 10 45- 46
E(Y X ) =Y Ex) =% = 2k=— 22 115

felhasznalva, hogy minden szamot 5/90 valoszintiséggel hazunk ki.

9. Egy tinnepi fogadason 125 ember vett részt. Mindegyikiik leadott egy esernyét a ruhatarba. A részeg ruhataros
teljesen Osszekeverte az esernyGket. Varhatoéan hany ember megy haza a sajat ernyGjével?

Megoldas

Legyen X; annak indikatora, hogy a j. ember a sajat esernyGjével tér haza (j = 1,2,...,125). Ekkor a kérdés
valojaban az X ;-k 0sszegének varhato értéke, ami a varhato érték additiv tulajdonsaga alapjan, illetve az alapjan,
hogy mindenki 1/125 valoszintséggel tér haza a sajat esernyGjével:

- i 1 124
E X: )= EX,)=125-(1- — +0- —) = 1.
() = w00 =125 g 0 i3

Tehat a sajat eserny@jiikkel hazatéré emberek szama 1.



10.

11.

12.

Tegyiik fel, hogy egy dobozban van 2N kartyalap, melyek koziil ketton 1-es, ketton 2-es szam van és igy tovabb.
Valasszunk ki véletlenszertien m lapot. Varhatdéan hany par marad a dobozban?

Megoldas

Legyen X, annak az indikatora, hogy mindkét ¢ feliratt lap bent marad az m lap kivétele utan, azaz

_ )1, ha mindkeét ¢ feliratd lap bent marad
“ )0, Kkiilonben.

Ekkor

(2N72) n
p=PX;=1)=—F%". <Legyen <k‘) =0, han < k:)

()

Legyen X a dobozban maradt parok szama az m lap kivétele utan. Ekkor X = X7 4+ X5 + -+ - + X, melynek
varhato értéke

(") (2N —m)(2N —1—m)

(2%) - 2(2N — 1)

m

EX:EX1+EX2+"'+EXN:N]?:N

Egy banyéasz a banya egyik termében rekedt, ahonnan harom ut nyilik. Az els6 egy harom perces ut végén a
szabadba vezet. A masodik ut 6t, a harmadik hét percnyi séta utan visszatér ugyanebbe a terembe.

a) A banyasz minden alkalommal a tobbi valasztastol fiiggetleniil egyenls valoszintiséggel valaszt egyet az utak
koziil. Legyen X a szabadba jutashoz sziikséges id6. Mennyi X varhato értéke?

b) A béanyasz minden alkalommal azonos valoszintiséggel valaszt egyet az olyan utak koziil, amiken még nem
jart. Legyen Y a szabadba jutashoz sziikséges id6. Mennyi Y varhato értéke?

Megoldas

a) Legyen L a szabadba jutashoz sziikséges id6 varhato értéke. Alkalmazzuk a teljes varhato érték tételét arra
a teljes eseményrendszerre, hogy a szabadba vezetd, az Otperces illetve a hétperces utat sikeriil megtalélni. Ez
alapjan
1 1 1
L==-3+--(L+5)+<--(L+7) = L =15.
3 3 3
Hiszen példaul a mésodik utat valasztva a kijutéas idejének feltételes varhato értéke L + 5.

b) Vegyiik észre, hogy ha elsére az Gtperces utat valasztja, akkor a kijutashoz sziikséges id6 varhato értéke ez
utan %(3 +10) = %, hiszen masodikra vagy a szabadba vezets utat valasztja rogton, vagy a hétpercest, akkor
annak végigjarasa utan viszont biztosan megtaldlja a kivezets utat. Hasonloképpen, ha elsére a hétperces utat
vélasztja, akkor ez utan varhatéan %(3 +5) = 4 percet kell még a banyaban toltenie. Az a) részhez hasonloan
alkalmazva a teljes varhato érték tételét:

]E(Y):;<3+<5+123)+(7+4)) :%:%7.

Szerencsejatékot jatszunk, amely soran minden forduléban a feltett tétet % valészintiséggel megduplazzuk, %
valoszintiséggel pedig elveszitjiik. Kezdetben 1 petdkunk van. Addig folytatjuk, amig 5 petakunk nem lesz vagy
el nem fogy az Osszes pénziink. Varhatéan hany jatszmat fogunk jatszani, ha a moho stratégiat kovetjik, azaz
mindig akkora tétet valasztunk, amennyi az 6thoz hianyzik, vagy ha ez nem lehetséges, akkor az 6sszes pénziinket
feltessziik? Varhatoan hany jatszmat fogunk jatszani, ha az évatos stratégiat kovetjiik, és minden lépésben egy
petakot tesziink fel? Mennyi a valoszintisége az egyes esetekben, hogy az 5 petakot érjik el?

Megoldas

Minden lépésben vagy az sszes pénziinket feltessziik, és 1/2 valoszintiséggel el is veszitjiik (és véget ér a jaték),
vagy pedig csak az 5-hoz hidnyzo részt tessziik fel, és 1/2 valoszintiséggel nyeriink. Ez a ketts egyszerre nem
lehetséges, hiszen 5 paratlan. Ezért minden lépésben a tobbitél fliggetleniil 1/2 valoszintiséggel ér véget a jaték.
Vagyis a jaték hossza geometriai eloszlast, a lépések szaménak varhato értéke 2.

Ha az 6vatos stratégiaval jatszunk: legyen L; a hatralévd lépések szdmanak varhato értéke, ha j pénziink van.
A teljes varhato érték tétele alapjan, és felhasznalva, hogy a szimmetria miatt Ly = Lo:

1 1
1 1
L2=§'(1+L1)+§~(1+L2)§



A kétvaltozos linearis egyenletrendszert megoldva L1 = 4 és Ly = 6 adddik. Tehéat ilyenkor varhatoan 4 1épés
milva ér véget a jaték.



