Val6szintiségszamitas, 3. feladatsor, 2022. szeptember 26-30.

1. Egy kisfit Kinder-figurdkat gytjt. Tizféle Kinder-figura van, a tojasokban a tobbitsl fliggetleniil mindegyik
azonos valoszintiséggel talalhaté. Mennyi a valosziniisége, hogy 20 Kinder-tojas felbontasa utdn mind a tiz
figurabdl lesz legalabb egy példanya?

Megoldas

Legyen A; az az esemény, hogy az i. figura nincs meg a kisfianak (i = 1,...,10). Ekkor annak a valoszintisége,

hogy mind a 10 figurabol van neki legalabb egy: 1 —P(A; U...UA;o). Konnyen lathato, hogy P(A;, Asy ... A;,) =

20
%, ugyanis az a kedvez§ eset, ha mind a 20 Kinder-tojasban a 10 — k figura valamelyike van, az Gsszes

10?0-féle elosztas pedig egyforman valészint. Ezért S,(Clo) = (1k0) (10162’“0)20, hiszen (1k0) -féleképpen vélaszthatjuk ki,

hogy melyik k esemény metszetét nézziik. Ezutan a Poincaré-formulat alkalmazva kapjuk, hogy

10
, 10\ (10 — k)20
P(A; U...UAp) = Z(_1)k+1 ( B ) % ~ 0, 7853.
k=1

Tehat a keresett valoszintiség: 1 — 0, 7853 = 0, 2147.

2. Egy tizemeletes haz foldszintjén 15 ember szall be a liftbe. Mindenki a tobbiektdl fiiggetleniil 1/10 eséllyel
szall ki az egyes emeleteken. Mennyi a valészintisége, hogy minden emeleten megall a lift (ha csak a kiszallasok
szdmitanak megallasnak)?

Megoldas

Hasonloan az el6z6 feladathoz, legyen A; az az esemény, hogy az i. emeleten nem all meg a lift (i = 1,...,10).
Igy annak a valoszintisége, hogy mindegyik emeleten megall a lift: 1 —P(A; U...U Ajg). Annak a valoszintisége,
hogy egy adott emeleten senki sem szall ki, (9/10)'%, hiszen ilyenkor mindenki 9-féle emelet koziil valaszthat, az
dsszes, egyforman valészind eset szama pedig 10'°. Hasonloképpen, annak valészintisége, hogy k adott emeleten
senki nem szall ki, (10— k)5 /101, ilyenkor mindenki 10 — k-féle emelet koziil valaszthat. Vagyis P(4;, ... A;,) =

(10 — k)12/105, és ebbol S,ilo) = (1k0)(%)15k. Hasznaljuk a Poincaré-formulat:

10

15
P(A1 U...UAg) = 3 (~1)F+1 (lko) <1010 k) ~ 0,954

k=1

Tehat 1 — 0,954 = 0,046 valoszintiséggel all meg mindenhol a lift.

3. Szabalyos dobdkockaval dobunk. Jelolje X azt, hogy hanyszor kell dobni ahhoz, hogy legyen 4 hatos dobas (tehat
példaul a 3266125632653... dobassorozat esetén X = 11.) Adjuk meg X eloszlasat.
Megoldas

Az X lehetséges értékei: 4,5,6..., és az eloszlasa:

=5 )

Ugyanis a dobésok fliggetlenek, a valoszintiségeket lehet szorozni, és az els6 k — 1 dobés kdzott pontosan 3 darab
hatosnak kell lennie, ezért a hatosok helyét (k gl)-féleképpen valaszthatjuk ki (a negyedik hatos mindenképpen
a k. dobas).

Altalaban, ha 4 helyett r, 1/6 helyett pedig p szerepel, vagyis fiiggetlen p valoszintiségti kisérletek koziil a k.
sikeres helyét kérdezziik, akkor az igy kapott eloszlast nevezik negativ binomiélis eloszlasnak.

4. Jelolje X az 6toslotton kihuzott lottoszamok legkisebbikét (itt 1 — 90-ig szamozott golyok kozil hiaznak 6t6t).
Adjuk meg X eloszlasat!

Megoldas

Jelentse X = k azt, hogy a legkisebb kihiizott szam k. Ez 1 — 86-ig barmelyik szam lehet. Ezek alapjan, annak
valészintisége, hogy k a legkisebb:

b (")
(X - k) - (950) 9
hiszen az Gsszes lehetéség, ahogyan 90 szambol 5 kiilonb6z6t tudunk valasztani, egyformén valoszint, és azokat
az eseteket, amikor k a legkisebb kihtzott szam, négy darab, k41 és 90 kozotti kilonbo6z6 egész szammal tudjuk
jellemezni, ez a maradék négy szam. Fzzel megadtuk X eloszlasat, hiszen megadtuk a lehetséges értékeket és a
hozzajuk tartozoé valoszintiségeket is.



5. Tegylik fel, hogy az 1j internetel6fizet6k mindegyike a tobbiektdl fliggetleniil 20%-a specialis kedvezményt kap.
Mennyi a valészintisége, hogy 10 ismerdsiink koziil, akik most fizettek eld, legalabb négyen részesiilnek a kedvez-
ményben?

Megoldas

Legyen X az a valoszintiségi valtozo, mely megadja a specialis kedvezményt kapo ismerdseink szamat. Ekkor X
binomialis eloszlast n = 10 és p = 0,2 paraméterrel. Igy pedig

P(X >4)=1-P(X <4) =
=[O (6 ()66 ()6 E]
G ) G ()1G) o

Altalaban, ha X binomialis eloszlasi:

n

P(X =k) = (k>pk(l —p)"F, E=0,1,...,n

6. Négy szabalyos dobokockaval dobunk sokszor egymas utan addig, amig el6 nem fordul, hogy a négy dobasbol
legalabb harom hatos. Jeldlje Y, hogy hanyszor kell dobni ehhez. Adjuk meg Y eloszlasat.

Megoldas

Ha 4 szabalyos dobokockaval dobunk, akkor annak a valoszintisége, hogy legalabb 3 dobas hatos, a kévetkezd-
képpen irhato fel:

5 1 21
P(legalabb 3 dobas hatos) = P(pontosan 3 dobés hatos)+P(pontosan 4 dobés hatos) = 4-— r 6—4 == 0,0016

AzY =k (k = 1,2,...) pontosan akkor, ha az els6 k — 1 dobés soran mindig kevesebb, mint harom hatost

dobtunk, ennek valészintisége (1 —P(legalabb 3 dobas hatos))kil, a k. dobés soran pedig legaldbb harom hatost
dobtunk. Tehat

21\k=1 21
S

Vegylik észre, hogy az Y Pascal (geometriai) eloszlast. Az is igaz, hogy annak valészintisége, hogy egyik dobasnéal

sem sikeriil a legalabb harom hatos,
(o)

1-Y P(Y =k)=0
k=1

k—1
a geometriai sor Osszegképlete alapjan. vagy azt is mondhatjuk, hogy P(Y > k) = ( g}) — 0.

7. Egy biikkdsben a biikkmagoncok négyzetméterenkénti szdma Poisson-eloszlast, A = 2,5 db / m? paraméterrel.
Mennyi a valdszintisége annak, hogy egy 1 m2-es mintaban

a) legfeljebb egy, ill.

b) tébb, mint harom magoncot talalunk?
Megoldas

Legyen X a biikkmagoncok széama a kijelolt egy négyzetméteres teriileten. Ekkor X ~ Poisson()\), ahol A = 2, 5.

Poisson-eloszlasnél, ha A > 0 a paraméter:

)\k 7}\
PX =k)=77e " k=012,
a) P(X <1)= ( =0)+P(X=1)=1-e25425-¢2%=(1+2,5)e %5~ 0,287.
b) P(X > 3) = (Xg 3)=1-(P(X :O)+P( =1)+PX=2)+PX=3)=1-—(1-e2°+25-
6_2’5+’T' 54 5 e"28) =1— 26) e~ 25 =0, 242.



8. Egy forgalmas utszakaszon azt figyelik, hogy 6t perc alatt hany aut6 lépi at a megengedett sebességhatart. A
tapasztalatok alapjan feltételezziik, hogy annak valésziniisége, hogy van ilyen autd, ugyanannyi, mint annak,
hogy nincs. A gyorshajtok szamat Poisson-eloszlastnak feltételezve mennyi a valdszinidsége, hogy pontosan
harom auté 1épi 4t a megengedett sebességhatart 6t perc alatt?

Megoldas

Jelolje X azt, hogy 5 perc alatt hany gyorshajté van a megfigyelt utszakaszon. A feladat szdvege szerint X
Poisson-eloszlasu, tovabba P(X = 0) = % Ezt felhasznalva kénnyen meghatarozhatjuk az eloszlas paraméterét:
A

1

Tehat annak a valoszintisége, hogy pontosan harom auté 1épi at a sebességkorlatozast:

In2)3

px =3)= W2 wo_ (2?1 _ (ln2)?

3! 6 2 12

~ 0,028.

9. Tegyiik fel, hogy az, hogy Péter hany emailt, illetve hany facebook-iizenetet kap egy napon, egymastol fiig-
getlen valoszintiségi valtozok. Az emailek szama X, ennek paramétere 5, a facebook-lizenetek szama Y, ennek
paramétere 8, és mindkét valdszintiségi valtozoé Poisson-eloszlasu.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy Péter Gsszesen 10 {izenetet kap egy nap alatt a két feliileten osszesen?

(b) Milyen eloszlast az egy nap alatt érkezs Osszes iizenet szama, azaz X + Y7

(c) Feltéve, hogy Péter egy nap alatt dsszesen 10 iizenetet kapott, mennyi a valoszintsége, hogy ebbdl 5 érkezett
emailen, és 5 facebookon?

Megoldas

(a) Ez a (b) specidlis esete, elég azt megoldani.

(b) A teljes valoszintiség tételét hasznaljuk az {X = {},] = 0,1,2,... teljes eseményrendszerre, valamint azt,
hogy X és Y fiiggetlenek. Legyen A = 5 és u = 8. Mivel a Poisson-eloszlas paramétere megegyezik a varhato
értékével, ezek egyben az X és Y paraméterei is. Ez alapjan:

0 k k -
PX+Y=k)=> PX+Y=kX=)PX=0=) PY=k-)P(X=0)=>)_ (:k;)' ceTh
1=0 1=0 =0 ’

. %l e
_ L Zk: (k> N = O At )
k! — l Kl
ahol az utolsé 1épésben a binomiélis tételt hasznaltuk.
Vagyis X + Y 13 paramétert Poisson-eloszlasi. Ezzel ezt bizonyitottuk be:

Legyenek X és Y fiiggetlen A, illetve p paramétert Poisson-eloszlast valdszintiségi valtozok. Ekkor X + YV
eloszlasa Poisson-eloszlas A + p paraméterrel.

(c) A feltételes valoszintiség definicidja, illetve az X és Y fiiggetlensége alapjan, valamint felhasznalva, hogy
X +Y Poisson-eloszlasu 13 paraméterrel:

P(X=5X+Y=10) PX =5 -P(Y=5 2-e5.5 .8 /10\/5\°/8
P(X =5|X+Y =10) = (IP(X—i—Y—lO) ) - (P(X+)Y£1o) )& g <5>(13> <13
pr— pmm— W.e

10. Egy szévegben a sajtohibak szama A paramétertd Poisson-eloszlasu valoszintiségi valtozo. A lektor a hibakat
egyméstol fliggetleniil p valoszintséggel kijavitja, illetve 1 — p valoszintiséggel nem veszi Gket észre.

(a) Hatarozzuk meg a megmaradé hibak szaménak eloszlasat.
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a megmaradé hibak szama paros?

Megoldas

(a) Jelolje N a sajtohibak szamat, ekkor N ~ Poisson(\). Tovabba legyen X a megmarado hibak szama. Ekkor:

P(X =1)= ip(x = IIN = k)P(N = k),
k=l

)5.



ahol a teljes valoszintiség tételét alaklmaztuk az N lehetséges értékei szerinti teljes eseményrendszerre. Amennyi-
ben N = k adott, akkor az X eloszldsa binomialis p paraméterrel. (Ezt tgy is mondhatjuk, hogy feltételesen
binomialis eloszlast.) Tehat:

— [k A 1 SN |

P(X =) = 1= )12 o=X — 2 (1 — p)le ML P

!
1 1—p)A)
P(X =)= 11— pfe W = TPV x0)
Azt kaptuk tehat, hogy X ~ Poisson(A(1 — p)).

(b) Az eloszlas ismeretében kénnyen meghatarozhatjuk annak a valoszindségét, hogy X paros. Felismerve a
hiperbolikus koszinusz Taylor-sorat:

P(X paros) = iP(X =2k) = i ((1(_253')\)%6_)\(1_1)) = cosh((1 —p)A) - e~ A1-p)
k=0 k=0 ’



