Val6szintiségszamitas, 2. feladatsor, 2022. szeptember 19-23.

1. Kettétoriink egy 1 m hossza botot. Jelolje X a nagyobb rész hosszat és Y a révidebbét. Mennyi P(X < z) és
P(Y < x)?

Megoldas

Mivel X a nagyobb rész hosszat jeloli, ezért % < X < 1, tehat a keresett valoszintiség a kovetkezSképpen adhatd
meg;:

0 hax<%
1
P(X<z)=¢ S52=22—-1 hai<z<l1
2
1 hal<z

Ugyanis a szimmetria miatt feltehetjiik, hogy az osztopont az (1/2,1) intervallumba esik, ezen beliil pedig a
nagyobb rész hossza pontosan akkor lesz x-nél kisebb, ha az osztéopont 1/2 és = kozé esik, vagyis egy x — 1/2
hosszi intervallum lesz megfelels egy 1/2 hosszi intervallumon beliil, és feltéve, hogy a pontot egyenletes eloszlas
szerint valasztottuk, a valoszintiségeket az intervallum hosszéaval ardnyosan szamithatjuk ki. Masképpen: akkor
lesz X < z, ha az osztépont 1 — z és x kozé esik, vagyis egy 2z — 1 hosszt intervallum megfelels a teljes 1 hosszu
intervallumbol.

Hasonloképpen, mivel Y a kisebb rész hosszat jeloli, ezért 0 <Y < %, vagyis:

0 ha x <0
P(YY < z) = §:2z ha0<az <3
1 ha%ﬁm

2. Egy egységnyi hosszisagu szakaszt két taldlomra vélasztott pontjaval harom részre osztunk. Mennyi a valdszi-
niisége, hogy a keletkezett szakaszokbol szerkeszthetd haromszog?

Megoldas

Hasznaljuk a kovetkezo jeloléseket: a vizsgalt esemény legyen A, a szakasz egyik végpontjanak a tavolsagat a ki-
valasztott pontoktol jelolje x és y. Ekkor a két pont kivalasztéasa megfeleltethets azzal, hogy az egységnégyzetbdl
szeretnénk kivalasztani egy (z,y) pontot.

A hérom szakasz pontosan akkor lehet egy haromszég harom oldala, ha koziiliik barmelyik kettének a hossza
nagyobb, mint a harmadik hossza. 2 esetet kell megkiilonboztetni:

e Ha x < y, akkor a 3 szakasz: x, y — x, 1 —y. Ahhoz, hogy ezekbdl a szakaszokbol haromszoget tudjunk
alkotni, a kévetkez6 egyenl6tlenségeknek kell teljesiilni:
(i) e+y—z>1—y, azazy > %
(i) z+1-y>y—w azazaz+ 3 >y
(iii) y—z+1—y >ua, azaz 3 >z
e Ha y > x, akkor az = és y szerepcseréjével a kovetkezs egyenlStlenségek adédnak:
(i) z> 3
(ii) y+ % >
(i) 3>
Azon pontok, melyek a két egyenlStlenség rendszer egyikét kielégitik az dbra beszinezett részébe esnek. Ez a

teriilet %, és mivel az egységnégyzet teriilete 1, ezért P(A) = %.
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3. Mennyi a valoszintisége, hogy két kockadobasnal mind a két dobas 6-os, feltéve, hogy tudjuk, hogy legalabb az
egyik dobéas 6-o0s?

Megoldas

Legyen A esemény az, hogy mindkét dobés hatos, B pedig, hogy legalabb az egyik hatos. Ekkor

_P(ANB) % 1 1
P(A|B)_W_%_H>P(A)_£'

Osszesen 36 egyforman valoszind lehet6ség van, ebbél 1, amikor mindkét esemény van, és 11, amikor legalabb
az egyik hatos.

4. Mennyi annak a valdszintisége, hogy harom kockadobésbol van legalabb egy hatos, feltéve, hogy kiilonb6zs
szamokat dobtunk?

Megoldas

A: van legalabb egy hatos; B: kiillonb6z6 szamokat dobtunk.

Osszes lehetdség: 62, a dobokocka szabélyossaga és a szimmetria miatt ezek egyforméan valoszintek, alkalmaz-
hatjuk a klasszikus valoszintiségi mezére vonatkozo Gsszefiiggést.

Bar ez nem volt kérdés, mivel 52 olyan lehetség van, amiben nincs hatos:

53
P(A) =1 - o5 = 42,1%.

Masrészt annak valészintisége, hogy minden dobas kiilénbo6z6, azaz eltér az el6z&ektol:

6-5-4 120

Tovabba a B-n beliil azok a rossz esetek, amikor hatos sincs, a szamok pedig egymastol is eltérnek:

6-5-4 5-4-3 60

P(ANB)=P(B)-P(B\ A) = 63 63 6

Osszességében az A-nak B-re vonatkozo feltételes valoszintsége:

P(ANB) 9 1

P(A|B) = ——— = 5. = — =50% > P(A) = 42,1%.

Masképpen: ugy is gondolkozhatunk, hogy melyik harom kiilonb6z8 szamot dobtunk, ez (g) egyformén valdszind
eset. Ebbdl (g) olyan, amikor van hatos. Tehat

5
1
P(A|B) = Q =-.
() 2
3
5. Akos feldob egy érmét 6tvenszer, Balint Gtvenegyszer. Mennyi a valoszintisége, hogy Balint tobb fejet dob, mint
Akos?
Megoldas

Tekintsiik Akos Gsszes dobasat, Balint elsé 6tven dobéasat, és a kovetkezd harom eseményt (most tehat csak
50 — 50 dobéas szamit:

A: Akos t6bb fejet dobott, mint Bélint;
B: Balint tébb fejet dobott, mint Akos;
C: Akos és Balint ugyanannyi fejet dobtak.

Itt A, B,C teljes eseményrendszert alkotnak, hiszen koziiliikk pontosan az egyik kovetkezik be. Legyen D a
kérdéses esemény, vagyis az, hogy a jaték végéig Balint tobb fejet dob, mint Akos. Eszrevehetjiik, hogy D-nek
az A-ra, B-re, C-re vonatkozo feltételes valoszintiségei konnyen kiszamithatok: 0, 1, illetve 1/2; hiszen az elss
két esetben a plusz egy dobas nem valtoztat a helyzeten, a harmadik esetben az utols6 dobas donti el, hogy ki
dob tobb fejet. Ezért a teljes valoszintiség tétele alapjan

P(D) = P(D|A)P(A) + B(D|B)P(B) + P(D|C)P(C) = P(B) + %IP(C) — %(P(A) +B(B) + P(C) = %

Ugyanis a szimmetria miatt A és B valoszinilisége megegyezik, mivel pedig A, B, C teljes eseményrendszer, a
val6szintiségiik Gsszege 1.



6. Egy didk a vizsgan p valoszintséggel tudja a helyes valaszt. Amennyiben nem tudja, akkor tippel (az esélye,
hogy eltalalja a helyes valaszt, ekkor é) Mennyi a valésziniisége, hogy helyesen vélaszol? Ha helyesen valaszolt,
mennyi a valészintisége, hogy tudta a helyes valaszt?

Megoldas

Jelolje A azt az eseményt, hogy helyesen valaszolt, B; azt, hogy tudta a valaszt, illetve By, hogy nem tudta a
valaszt. Itt By, Bo komplementer események, koziiliik pontosan az egyik kovetkezik be, vagyis teljese esemény-
rendszert alkotnak. Ekkor:

P(B1) =p; P(A|By) =1

1
P(B2) =1-p; P(A|By) = 3

Alkalmazva a teljes valosziniiség tételét az A eseményre és a { By, B2} teljes eseményrendszerre:
1
P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) =1-p+ 5 - (1 - p).

Alkalmazva a Bayes-tételt a {B1, Bz} teljes eseményrendszerre és az A pozitiv valoszintiségi eseményre:

B P(A|B;)P(By) B 1-p _ 3
P(Bi|4) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bs)  1-p+4-(1—p) 2p+1

7. Egy betegségben a lakossag 2%-a szenved. A betegség kimutatasara szolgalo teszt beteg embereknél 95% valo-
szintiséggel mutatja ki a betegséget, ugyanakkor az egészséges embereknél 1% valoszintiséggel tévesen betegséget
jelez.

(a) Egy véletlenszertien valasztott embernél elvégezve a vizsgalatot, mennyi a valészintisége, hogy a teszt beteg-
séget jelez?

(b) Tamasnal elvégezték a tesztet, az eredmény szerint beteg. Mennyi a feltételes valoszintisége, hogy valoban
beteg?

(c) Megismételték a vizsgalatot. Az tGjabb tesztnél ismét betegséget jelzett a teszt. A két eredmény alapjan
mennyi a feltételes valoszintisége, hogy Tamas beteg? Itt feltehetjiik, hogy annak valészintisége, hogy egy ember
vizsgalata esetén mindkétszer betegséget jelez a teszt, annak négyzete, hogy egy alkalommal betegséget mutat
ki a teszt.

Megoldas

Az (a) esetben alkalmazzuk a teljes valosziniség tételét arra a teljes eseményrendszerre, hogy a vizsgélt ember be-
teg (B), illetve egészséges (E). Ezek koziil pontosan az egyik kovetkezik be, ezért valoban teljes eseményrendszert
alkotnak. Azt az eseményt, hogy a teszt betegséget jelez, jeloljik +-szal.

P(+) = P(+|B)P(B) + P(+|E)P(E) = 0,02 - 0,95 + 0,98 - 0,01 = 0, 0288.

A (b) esetben ezutan szamolhatunk a feltételes valosziniség definicidjaval, illetve az (a)-ban kapott eredménnyel.
. Igy az alabbit kapjuk:

P(B|+) = P(BN+)  P(+B)P(B) 0,02-0,95
- P(+)  P(+)  0,02-0,95+0,98-0,01

=0, 66.

Ugyanezt ugy is megkaphatjuk, hogy a Bayes-tételt hasznaljuk a {B, E} teljes eseményrendszerre és arra az
eseményre, hogy a teszt betegséget jelez)

A (c) esetben hasonloképpen szamolhatunk, csak azt kell figyelembe venniink, hogy betegség, illetve esetén
hogyan alakul a két pozitiv tesztnek a feltételes valdszintisége, ezt azonban a feladat meghatérozza.

P(++[B)P(B) _ 0,02-0,95-0,95
P(++)  0,02-0,95-0,95+0,98-0,01 0,01

P(B|++) = = 0,9946.



8. Egy dobozban egy j6 és egy rossz kabel van. A jo 95% valoszintiséggel, a rossz 30% valoszintiséggel miikodik
minden kiprobalasnal fiiggetleniil. Talalomra kivessziik valamelyik kabelt (mindkettSt azonos valoszintséggel
valasztva). Tizszer kiprobaltuk, ebbdl nyoleszor miikodott, kétszer nem. Mennyi a valoszintsége, hogy a jo
kébelt vettiik ki a dobozbdl?

Megoldas

Legyen A az az esemény, hogy a jo kabelt vettiik ki a dobozbol, B az az esemény, hogy ez a kabel tiz kisérletbsl
pontosan nyolcszor mikodott.

Ha a jo kabelt probalgatjuk, annak valészintisége, hogy tizbsl pontosan nyoleszor miksdik, () - 0,958 - 0,052,
hiszen (180)-fé1eképpen valaszthatjuk ki, hogy melyik nyolc alkalommal miikodik, ezutan pedig a‘fiiggetlenség
miatt a valoszintiségek szorzataval szamolhatunk. Hasonld szamolas igaz a rosszabb kabelnél. Igy a Bayes-
formula alapjan:

P(AN B) P(B|A)P(A) (1) 0,955 0,052 - 0,5

PAIB) = —pmy = P(B|A)P(A) + P(B[A)P(A)  (0)-0,95%-0,05% 0,5+ (V) -0,3%-0,72-0,5

=0,981.



