Valoszintiségszamitas gyakorlat

1. (1. hét) Kombinatorikus valoszintiiségi mezé

Feladatok
1.1. Feladat. Hanyféleképpen lehet 8 bastyat letenni egy sakktablara, hogy ne {issék egymést?

Megoldas

Az els6 bastya 64 helyre keriilhet. Ekkor a lefedett mez6 sordba és oszlopaba mér nem keriilhet Gjabb béastya, igy a
kovetkez6t mar csak 7 sor és 7 oszlop valamelyikébe tehetjiik le, ami 49 lehetGség. Minden tjabb bastya letételével
még egy Ujabb sor és oszlop keriil lefedésre. Tehat ezutan sorra 36,25, 16,9,4, és 1 lehetGség van a kévetkezs bastyak
letételére. Viszont a bastydk letevésének sorrendjét igy figyelembe vettiik, pedig mind a 8 bastya egyforma, kiils6leg
nem megkiilonboztethets. Igy le kell osztanunk a lerakott bastyak permutécidinak szamaval, azaz 8!-sal. Tehat
Osszesen w = 40320 = 8! féleképp tehetjiik le a bastyakat. A végeredményt kozvetleniil is megkaphatjuk,
ha oszloponként (ill. soronként) nézziik a bastyak helyét: az els§ sorban lévé bastya 8-féle helyen lehet, és barhova
keriilt, a masodik sorban 1év6 bastya hétféle helyre keriilhet, ez eddig 56 lehetség. Ezt a tobbi sorral folytatva adodik

a 8.
1.2. Feladat. Mi a valdszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott 6 jegyt szam jegyei mind kiilonbozGek?
Megoldas

Az els6 szamjegyet az 1,2,...,9 szamjegyek koziil, a t6bbi szamjegyet a 0, 1,2, ...,9 szamjegyek koziil valaszthatjuk.
Igy az Gsszes esetek szama 9-10°, és mivel nincs ettdl eltérs feltétel, ezek az esetek egyforman valoszintiek. A kedvezd
esetek szama: 9-9-8-7-6 -5, mert itt visszatevés nélkiil valasztunk, a sorrend szamit, illetve arra figyeliink, hogy az

els6 szamjegy ne lehessen 0. Tehat a keresett valoszintség 255100 — 136080 — 0 1512,

1.3. Feladat. Ha egy magyarkartya-csomagbol (32 lap: piros, zold, makk, tok) visszatevéssel htizunk harom lapot,
akkor mi annak a valoszintisége, hogy

a) pontosan egy piros szind lapot huztunk?
b) legalabb egy piros szind lapot haztunk?
Megoldas

a) A 3 kihuzott lap koziil (i’) = 3-féleképp donthetjiik el, hogy melyik legyen a piros szind. Ezutéan feltehetd, hogy az
els6 hizott lap piros, a to6bbi nem. Mivel visszatevéses mintavétel, ezért piros lap huzasdnak valoszintsége mindig
nem piros lap huzasanak valoszintisége pedig %. Tehat a keresett valosziniiség: (3) (o) (B)? =312 =

8
32’ 1

27 _
2= 0,4219.

b) Kényelmesebb most a komplementer esemény valoszintiségét kivonni 1-bsl. A komplementer esemény: nincsen

piros a huzott lapok kozott. Ennek valoszintisége (8) ()% (23)® = 2. Tehat a keresett valoszintiség 1 — 27 =

37 = 0,5781.
1.4. Feladat. Egy zsakban 10 par cipé van. 4 db-ot kivalasztva, mi a valoszintisége, hogy van kozottiik par, ha
a) egyformak a parok?
b) kiilonboz6ek a parok?
Megoldas

a) 10 balos és 10 jobbos cip6 van. Mi a valoszintsége, hogy a 4 kihtizott kozott van balos és jobbos is? Célszert
most is a komplementer esemény valoszintiségét kivonni 1-b6l. A komplementer esemény: vagy 4 balosat huztunk,

10 10
vagy 4 jobbosat. Ennek valoszintisége: 2 - % = % vagy E;‘U; + % = %. Tehat a keresett valosziniiség
4 4
28 _
— 5353 = 0,9133.

b) Most is érdemes a komplementer esemény valoszintségét kiszamitani. Komplementer esemény: nincs par a 4 cip6
kozott. Ha igy akarom a cipSket kivalasztani, akkor az els6t 20-féleképp valaszthatom ki, a méasodikat 18-féleképp

(az elsé és parja kiesik), a harmadikat 16-féleképp és a negyediket, 14-féleképp. Osszes eset: 20 - 19 - 18 - 17. Tehat

4 PP A 20-18-16-14 __ 224 .. . . . P .
a komplementer esemény valoszintisége 57797577 = 353 vagy kivdlasztunk 10 parbol a 4 parat el6szor, majd ezek

st il o (DEGE)E) _ 22 . e 224 _
balosat ill. jobbosét ey T am Tehét a keresett valoszinidség 1 — 553 = 0,3065.
4



1.5. Feladat. Egy boltban 10 latszolag egyforma szamitogép koziil 3 felgjitott, a tobbi Gj. Mi a valoszintisége, hogy
ha veszilink 5 gépet a laborba, akkor pontosan 2 feltjitott lesz kozottiik?

Megoldas

A 10 gépbdl 3 felajitott, 7 aj. Tehat a 3 felajitott gép kozil kell 2-t kivalasztani, illetve a 7 0j gép koziil kell a maradék
3-mat kivéilasztani. A kivéilasztas sorrendjét nem vessziik figyelembe sem a kedvezd esetek, sem az Gsszes eset szami-
tasanal. Igy a kedvezs esetek szama: (g) . (g) = 335 = 105, hiszen az els6 tényez6 megmondja, hogy hényféleképpen
tudjuk a két felajitott gépet valasztani, a masodik, hogy hanyféleképpen tudjuk a hdrom djat kivalasztani, és barmelyik
lehetdség barmelyikkel Gsszeilleszthetd, ezért kapjuk szorzéassal az Osszes lehetGséget. Az Osszes eset szama az 6t gép

Osszes lehetséges kivalasztasanak szama: (150) = 252. Tehéat a keresett valoszintiség ;5% = 0,4167.

1.6. Feladat. Ha a 6 karakteres jelszavunkat véletlenszerten valasztjuk a 10 szamjegy és a 26 karakter koziil, akkor
mi a valoszintisége, hogy pontosan 3 szam lesz benne?

Megoldas

(g) = 20-féleképp lehet a 6 karakterbdl a 3 szam helyét kivalasztani. Ezutan feltehets, hogy az els6é 3 karakter szam,
az utolsd 3 karakter beti, hiszen annak valoszintisége, hogy a kivalasztott harom helyre szam, a tobbi helyre bett

keriil, ugyanaz, barhova is tettiilk a szamok helyét. Szamjegy valasztéasanak valoszintisége %7 bettié %. A keresett
valészintiség tehat (g) - (39)% - (38)% = 0,1615.

1.7. Feladat. Az o6toslottonal adjuk meg annak a valdszintiségét, hogy egy szelvénnyel jatszva Ottalalatosunk lesz,
illetve hogy legalabb négyesiink lesz. Mi a valoszintisége, hogy minden kihizott szam paros? (Hogy viszonylik ez
utobbi a visszatevéses esethez?) A lottohtizasnal 1 — 90-ig szamozott golyok koziil hiznak 6tot visszatevés nélkiil.

Megoldas

Az Gsszes lehetGség szama (%), ennyiféleképpen lehet a kihtzott szamokat kivalasztani. Ezek az esetek mind
egyformén valoészintiek. Az el6z6 feladat mintajara szamolhatunk.
5
Annak a valoszintisége, hogy 6tosiink lesz: % = ﬁ, hiszen ilyenkor csak egy eset jo.
5 5
5 5) (85
S

Annak a valoszintisége, hogy minden kihtizott szam paros: +g55¢ = 0,028.

Annak a valoszintisége, hogy legalabb négyesiink lesz:

A visszatevéses esetben (tehat, mikor egy szamot té')bbszt')sr is kihtizhatunk) annak a valészintsége, hogy péarosakat
hizunk: (%)5 = (%)5 ~ 0,031. Bar a két érték kozel van egyméshoz, a visszatevés nélkiili esetben kisebb a valoszint-
ség. Ez azzal is indokolhato, hogy ha elsére sikeriilt parosat hiizni, a visszatevés nélkiili esetben a méasodik huzasnal
1/2 valészintséggel huzunk Gjra paros szamot, a visszatevés nélkiili esetben mar csak 44/89 < 1/2 valoszintséggel, és
ez a gondolatmenet a tébbi hdrom huzasra is elmondhato.

1.8. Feladat. Egy db. lott6 szelvénnyel jatszva mennyi az esélye annak, hogy telitalalatunk lesz, négy, harom ill. két
talalatot ériink el?

Megoldas

A lottohuzas lehetséges kimeneteleinek halmaza (azaz az eseménytér) az {1,2,...,90} szamhalmaz 5 elemi részhalma-
zainak csaladja. Szimmetria okok miatt mindegyik kimenetel egyforman valoszind. Ha X jeloli a taldlataink szamat,

akkor
azon 5 elemi részhalmazok szdma, amik az altalunk

PX = k) = bejelslt szamok koziil k db-t tartalmaznak CM6E)
I az 5 elemi részhalmazok szama o (950)

1.9. Feladat. Melyik modszerrel nagyobb a telitaldlat esélye, ha egy héten jatszunk meg két kiilonb6z8 szamotost
vagy ha kétszer egymas utan ugyanazt?

Megoldas
Az elsé esetben a telitalalat esélye (92—0), hiszen két j6 szamo6tos van az Osszes lehetséges szamotos koziil, mig a masodik

esetben szamolhatunk a komplement?arrel, vagy ugy, hogy sszeadjuk a két héten a telitalalat valoszintiségét, és levonjuk
annak valoszintiségét, hogy mindkét héten telitalalatunk volt:

LNV L 112
1—<1—(?)) = o <
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Ugyanis annak valoszintiségét, hogy telitaldlatunk lesz, kiszamolhatjuk abbdl kiindulva, hogy az egyes heteken
kiilon-kiilon mennyi ennek az esélye, de kétszer szamoltuk azt, amikor mindkétszer telitalalatunk lett. Ennek valoszi-
niiségét le kell vonni, és mivel ez az els esetben nem is fordulhat els, igy kapjuk a kisebb értéket.



1.10. Feladat. X. ur szenvedélyes lott6z6, 50 éven 4t minden héten heti 10 lottoszelvénnyel jatszott Ggy, hogy minden
héten csupa kiilonb6z6 szamot jelolt meg (6sszesen tehat 6tvenet a kilencvenbdl). Milyen esélye volt arra, hogy valaha
is telitalalatot érjen el? Mekkora annak a valoszintisége, hogy legalabb egyszer legalabb négyes talalatot elért? (Az
egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy minden évben 52 hét volt.)

Megoldas

X. ar egy héten 10 szelvénnyel jatszik, és mivel kiilonb6z&ek a szamok, szamara 10 kedvez§ szamotos van, igy a
nyerésének esélye % minden héten.

10 )50-52

Annak valosziniisége, hogy egyszer sem nyer, ennek alapjan ( - , hiszen az 50 - 52 hét egyikén sem nyer
5

ebben az esetben. Igy annak valoszintisége, hogy valamikor telitalalata lesz:

50-52
10
1- (1 - 90> = 0,00059

(5)

®)-85
(‘(*2,03 . Az el6z6h6z hasonloan (mert nem lehet egyszerre tobb
szelvényen négyese) annak valoszintisége, hogy valamelyik szevényén négyes talalata lesz: 10%. Tehat annak a

5

A négyes talalat valosziniisége egy szelvényen

valoszintisége, hogy legalabb egyszer legalabb négyes taldlata lesz:

50-52

1- (1 - 105'8950+1> = 0,223.
(5)

1.11. Feladat. Ha egy kockaval négyszer dobunk, akkor elényGs arra fogadni, hogy a négy dobasbol lesz legalabb egy

hatos. Ha két kockaval huszonnégyszer dobunk akkor hatranyos arra fogadni, hogy lesz legalabb egy dupla hatos, holott

4/6 = 24/36-dal (vagyis a dobasok szaméanak és a kedvez6 kimenetel esélyének szorzata megegyezik). Magyarazzuk

meg a jelenséget! (A fogadas kedvezd ill. hatranyos aszerint, hogy a nyerés esélye meghaladja-e 1/2-et.)

Megoldas

Egy kockaval négyszer dobva annak valdszintisége, hogy lesz legaldbb egy hatos, a komplementer esemény valoszint-
ségével szamolva:

4
5
P(négy dobasbol legalabb egy hatos) =1 — (6) =51,77%.

Két kockaval huszonnégyszer dobva annak valészintisége, hogy lesz legalabb egy dupla hatos, hasonloképpen szamolva:

24
P(huszonnégy dobasbol legalabb egy dupla hatos) =1 — <§2) = 49,14%.

A valoszintiséget tehat nem a dobasok szaménak és a kedvezs kimenetel valészintiségének szorzata adja meg, ez az
érték, vagyis 4 - 1/6, illetve 24 - 1/36 azoknak a valoszintiségeknek az Osszege, hogy az egyes dobéasoknal kiilon-kiilon
hatost, illetve dupla hatost kapunk. Azonban, példéul az els6 esetben, annak valoszinitsége, hogy van négyes, kisebb,
mint ez az Osszeg, hiszen az a négy esemény, hogy az els6, mésodik, harmadik, negyedik dobés hatos, nem diszjunkt,
ezek egyszerre is bekovetkezhetnek, aminek a valoszintiségét (illetve egy ennek megfeleld mennyiséget) le kell vonni.
Hasonloképpen, a masodik esetben, a 24-1/36 értékbdl le kell vonni még valamit amiatt, hogy egyszerre tobb dobasnal
is lehet dupla hatos. Mivel pedig a mésodik esetben ez a helyzet konnyebben elGall, hiszen a 24 dobést négy részre
bontva az egyes négyeseken beliil is lehet kétszer dupla hatos, aminek nincs megfelelGje az els6 esetben, tobbet vonunk
le, és kisebb értéket kapunk végeredményiil (ez nem egy bizonyitas, csak heurisztikus magyarazat).

1.12. Feladat. A francia labdarugo-valogatott huszfGs keretét edzésen taldlomra két tizf6s csoportba osztjak. A
keretben négy csatar van dsszesen. Mennyi a valoszintisége, hogy mindkét csoportba két csatar keriil?

Megoldas

A kérdés ekvivalens azzal, hogy 10 embert kivilasztva mennyi a valoszintisége, hogy pontosan két csatart valasz-
tottunk ki. A kettéosztasnél ugyanis nem kiilonboztetjiik meg a ,kivalasztott” és ,maradék” sportolokat, de minden
kettéosztasbol kétféleképpen tudunk ,kivalasztott” csoportot 1étrehozni, vagyis a kedvezd és 6sszes eset szama is meg-
duplazodik, a valoszintiség ugyanaz lesz.

Tiz embert kivalasztani (fg)—féleképpen lehetséges. Ebbdl olyan eset, amikor a kivalasztottak kozott pontosan két
csatar van, (3) . (186) van, hiszen meg kell mondanunk, hogy melyik két csatar keriil ide, meg kell mondani, hogy a tobbi
16 jatékos koziil ki az a nyolc, aki bekeriil, és a csatarok valasztasa barhogyan kombinélhat6 a tobbiek valasztasaval,

ezért lehet szorozni a kettGt. Osszesen tehat a valoszintség:

B (), s
& 41,8%.



1.13. Feladat. Mennyi a valdszintisége, hogy lottéhtzasnél, amikor 1 és 90 kozotti szamokbol visszatevés nélkiil
sorsolnak ki 6t6t,

(a) tobb a paros, mint a paratlan?
(b) a kihuzott szamok a hizas sorrendjében névekviek?

Megoldas

(a) Mivel ugyanannyi paros és paratlan szam van, és a szamok szerepe ugyanolyan, annak valoszintisége, hogy tobb
a paros, mint a paratlan, ugyanannyi, mint annak valdszintisége, hogy tobb a paratlan, mint a paros. Mivel 6t szamot
hizunk, az nem lehet, hogy ugyanannyi paros legyen, mint paratlan. Ezért a kérdéses valoszintiség 1/2.

(b) Barmi is az 6t kihtazott szam, 5! = 120-féle sorrendben lehet Gket kihtzni, és minden sorrend egyforman
valoszind a szimmetria miatt. A 120-féle lehetséges sorrend koziil egy az, amikor a huzas sorrendjében novekvek.
Ezért a kérdéses valoszintiség

1 1
—=—=10,83%.
50 120 ,83%
Masképpen, ha sorrenddel szamolunk, minden szdmotoshoz egy jo sorrend tartozik, ezért:
90
(5) 1

90-89-83-87-86 5!
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