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1. abra. A dobéasok mértani kdzepének sorozata

Valésziniliségszamitas, 8. feladatsor, 2022. november 14-18.
Mihez és hogyan konvergél fiiggetlen szabalyos kockadobasok mértani kézepe?

Megoldas

Emlékeztets: X, Xo, ... fliggetlen, azonos eloszlasi, véges varhato értéki valoszintségi valtozok, akkor

Xi+Xo+...+ X,
n

teljesiil 1 valoszintiséggel, ha n — co. Ez a nagy szadmok Kolmogorov-féle erés torvénye.

A mértani kozép, ha Xq,...,X,,... a dobasok:

VXiXy... X,

Legyen X; : i-edik kockadobas és Y,, = i/ X7 ... X, .Ekkor
Y, = () = er (In(X1)++In(Xn)) _ , E(n(X1))

1 valdszintiséggel.

Itt In X7, In X5, ... fiiggetlen azonos eloszlasu valoszintségi valtozok, a varhato értékiik véges, erre alkalmazhatjuk
a nagy szamok erds torvényét.

1 In 6!
E(In(X1)) = 2 (In(1) + -~ +In(6)) = =2
Ezutan azt hasznaltuk, hogy az exponencialis fliggvény folytonos.

Mindebbél Y,, — /6!

Adjunk példat olyan (X,,) valoszintiségi valtozokbol allo sorozatra, mely sztochasztikusan konvergens, de 1 valo-
szintiséggel nem konvergens (ebbdl kévetkezik, hogy nem 1 valészintiséggel konvergens).

A valoszintiségi mez6 legyen a [0, 1] intervallum a Borel-halmazokkal és rajta a Lebesgue-mértékkel.

A valoszintiségi valtozokat, melyek tehat X, : [0,1] — R fiiggvények, csoportokban definialjuk, az egyes csoportok
mérete 2,4,8,16, ..., azaz a 2-hatvanyok. A k. csoporthoz bontsuk fel a [0,1] intervallumot 2* egyforma hosszt
intervallumra (minden pontot pontosan egyszer fedve le), és a k. csoporton beliil a j. valoszintiségi valtozo legyen
a j. kis intervallum indikatora (1 az intervallumon beliil, 0 azon kiviil).

Minden w € [0, 1] szam (elemi esemény) minden k-ra valamelyik kis intervallumba esik, {gy minden k-ra az adott
2F nagysagi csoport tagjai koziil egy esetben 1, a t&bbi esetben 0 lesz az érték, vagyis X, (w). Ebb6l kdvetkezik,



hogy X,,(w) végtelen sokszor veszi fel az 1 és a 0 értékeket is, tehat nem konvergens. Igy a sorozat 0 valoszintiséggel
konvergens.

Masrészt minden 0 < ¢ < 1-ra P(|X,,| > ) — 0, hiszen ez a valészintiség éppen annak az intervallumnak a hossza,
amelynek X,, az indikitora, ez pedig a k. csoportban 1/2F volt, igy 0-hoz tart.

Tehat a megadott sorozat sztochasztikusan tart a 0-hoz (és L'-ben is), de nem konvergal 1 valoszintiséggel.

Masik példa: fiiggetlen, nullahoz tarto, de végtelen Gsszegii valoszintiségii események indikatorainak a sorozata (a
Borel-Cantelli-lemma hasznalhaté arra, hogy belassuk, hogy ezek koziil 1 valoszintséggel végtelen sok bekovetke-
zik).

Szamitsuk ki az alabbi egyiittes stirtségfiiggvények marginalisait! Mely esetekben fiiggetlen &, n?

= 4xy, x,y € [0, 1], 0 egyébkeént.
=1/, ha (x,y) a R? egységkorlapjaba esik, 0 egyébként.
=2, haz,y€0,1] és z <y, kiilsnben 0.

6(x —y), ha z,y € [0,1] és y < z, kiilénben 0.
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Megoldas.

a) Itt f(x,y) = 2zL(xz € [0,1]) - 2yI(y € [0,1]), igy & és n fliggetlenek, és mindketts azonos eloszlast a [0, 1]
intervallumon.

b) Az els6 marginalis, ha = € [-1,1]:
7 1 01— a2
:/f(x,y)dy: / —dy=——.

Ezen kiviil 0 a strtségfiiggvény. A masik marginalis a szimmetria miatt pontosan ugyanez lesz. A stirtiségfiiggvény
nem lehet szorzat alakt, mert akkor az [—1,1] x [—1, 1] négyzeten mindenhol pozitiv lenne az értéke, de ez csak
az egységkoron teljesiil. Ezért a két valoszintségi valtozd nem fiiggetlen egymastol.

¢) Az els6 marginalis:

_ /Oof(x,y)dy/ley?(lx),

ha 0 < x <1, és 0 kiilonben.

A masodik marginalis:

/fa:y /Qdac—Qy,

ha 0 < y < 1, és 0 kiilonben. A siirtiségfiiggvény nem lehet szorzat alaki, mert akkor a [0, 1] x [0, 1] négyzeten
mindenhol pozitiv lenne az értéke, de ez csak az egységkoron teljesiil. Ezért a két valoszintiségi valtozd nem
fliggetlen egymastol.

d) Az els6 marginalis:
= / f(g;,y) dy = /6(,’E — y)dy = 6332 — 35(}2 = 3.')32,
—0o0 0

ha 0 <ax <1.
A maésodik marginalis:

o0

1
/fxy =/ z —y)dr =3(1 - y*) - 6y° = 3 - 9y°,
Yy

Lathato, hogy az egyiittes stirtiségfliggvény nem a marginalisok szorzata, a két valdszintiségi valtozo nem fiiggetlen
egymastol.

ha 0 <y <1, és 0 kiilénben.



(4) Legyen n egy alkatrész eltérése a szabvanyostol, legyen £ az élettartama. Az el6bbit meg tudjuk mérni, az utobbi

majd a jov6ben deriil ki, de mar most meg szeretnénk mondani a varhatd értékét.

A valtozok egylittes stirtiségfiiggvénye:

fem(@y) =e Wy 0<a, —1<y<1.

Hatarozzuk meg a hiba (eltérés) strtségtiiggvényét (f,(y) = |y| lesz), valamint az élettartam feltételes stirtiség-
fliggvényét rogzitett y mellett (ez fej,—, = e~ WI|y|, vagyis ¢ feltételes eloszlasa a n = y feltétel mellett éppen |y|
paraméterd exponencialis, ha y # 0, y = 0-ban a feltételes stirtiségfiiggvényt 0-nak definialjuk). Mi lesz a feltételes
varhato értek? (Nyilvan E(éln =y) = \%I’ azaz minél kisebb a hiba, annal nagyobb az élettartam.) Erdekes lehet
megnézni (csillagos feladat) a & szerinti marginalis stirtségfiiggvényt is.

Szamitsuk ki az Y feltételes stirtiségfiiggvényét az X = z feltétel mellett, valamint a feltételes varhato értéket is
az alabbi esetekre:

) = 4dxy, z,y € [0, 1], 0 egyébként.

) =1/, ha (z,y) a R? egységkorlapjaba esik, 0 egyébként.
) =2, ha z,y € [0,1] és x < y, kiilonben 0.

) =6(z —y), ha z,y € [0,1] és y < z, kiilonben 0.

Megoldas:

(a) Mivel X ésY fiiggetlenek, ezért fy|x(y|z) = fy(y) =2y (hay € [0,1]) és EY|X =2) = E(Y) = fol 2ydy =
2/3.

(b) frix(ylr) = fxf;i((z)y) = ﬁ az egységkorlapon. E(Y|X = z) = 0, mert egyenletes eloszlas egy, a O-ra

szimmetrikus intervallumon.

) e o 1
(¢) fyix(ylz) = fxf;g),y) = 5103y &Y € [0,1] és @ <y, kiilonben 0. Ebb6l E(Y|X = z) = [} %dy =

—x2
s = (1+2)/2, haz € [0,1].

(d) frix(yle) = 80 = f:%((g—_y;)dy =W haz,ye0,1) ész <y. Ebbsl B(Y|X =a) = [} %W gy =

% = (z)/3, ha z € [0,1].

Az X ésY valoszintiségi valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye h(z,y) = 3 sin(z+y), ha z,y € (0,7/2), és 0 méashol.
Szamitsuk ki az E(X|Y) feltételes varhato értéket.

Legyenek X és Y filiggetlen ) illetve p paraméteri exponencialis eloszlastu valoszintiségi valtozok. Szamitsuk ki az
E(max(X,Y)|min(X,Y)) feltételes varhato értéket.

Megoldas:

Vegyiik észre, hogy max(X,Y) =X +Y —min(X,Y).



