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Val6szintliségszamitas, 7. feladatsor, 2022. november 7-11.

Legyenek az X1, Xs, ... valosziniiségi valtozok fliggetlenek. Milyen értelemben konvergensek az alabbi sorozatok,
és mi a limesziik?

(a) X; fiiggetlen p paramétert indikatorvéltozo; Y, = (X7 + ...+ X2)/n.

(b) X; az i. szabalyos kockadobés eredménye; Y, = (X1 + ...+ X,,)/n; illetve Z, = (X? + ... + X2)/n.

(c) X; exponencialis eloszlasti 2 paraméterrel (azaz strtségfiiggvénye f(z) = 2e=2I(z > 0); Y, = (eX* + ... +

. X+ X3+ +X2
eXn)/n, illetve Z,, = %

Megoldas

(a) Elgszor vegyiik észre, hogy mivel X; lehetséges értékei csak 0 vagy 1, ezért X ]5 = X teljesiil. Mésrészt, mivel
X; korlatos, véges a negyedik momentuma. A fliggetlenség is teljesiil. Igy a nagy szamok Cantelli-féle térvénye
alapjan a limesz

lesz 1 val6szintiségii értelemben, amibdl kévetkezik, hogy sztochasztikus értelemben is p a limesz.

(b) Az (a) részhez hasonldéan most is fliggetlen, azonos eloszlast, korlatos valoszintiségi valtozokrol van szo, igy a
limesz az els§ esetben

1
E(X) = g(1+2+...+6) =35

egy valoszintséggel, mig a masodik esetben az ij valoszintiségi valtozokra alkalmazzuk a nagy szamok Cantelli-féle
torvényét (ezek is fliggetlenek, korlatosak), és a limesz

1 91
E(Xf)=6(11+22+...+62) =5

szintén 1 valoszintiséggel, ezért sztochasztikusan is.

(c) Szamitsuk ki eXt varhato értékeét:
B = [ ep@ie= [eear=z [erar=2
% 0 5

Ez véges, ezért az eXi fiiggetlen, azonos eloszlast, véges varhato értékid valoszintségi valtozokra alkalmazhatjuk
a Kolmogorov-féle nagy szamok erds torvényét, amibdl kapjuk, hogy a limesz 2 lesz 1 valdszintiséggel, ezért
sztochasztikus értelemben is.

Vegyiik észre ugyanakkor, hogy e?*1 varhato értéke nem létezik (a hasonlo integral improprius értelemben végte-
len), igy nem véges a szoras, sem a Bernoulli-féle, sem a Cantelli-féle nagy szamok toérvénye nem alkalmazhato.

Mivel az exponencialis eloszlas szérasa és varhato értéke is %, most
1 1 2 1
2y _ 2 2 _ _ _
E(X7) = D*(X1) + E(X,)” = 2te =23
A Kolmogorov-féle nagy szamok torvényét alkalmazva kapjuk, hogy a limesz 1 lesz, 1 valoszintiségi értelemben,
és igy sztochasztikusan is.

Az X valoszintiségi véaltozo stirtiségfiiggvénye legyen 27>, ha x > ¢, és 0 kiilonben.

(a) Hatarozzuk meg c értékét.
(b) Feltéve, hogy X > 2¢, mennyi a valoszintisége, hogy X > 3¢?

(c) Legyenek X7, X5, ... az X-szel azonos eloszlast, egyméastol fliggetlen valoszintségi valtozok. Hatarozzuk meg

az
X+ X5+...+X;

n

limeszét sztochasztikus, illetve 1 valoszintiségii értelemben, ha ezek a limeszek léteznek n — oo esetén.
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1. &bra. 2000 elemti exponenciélis eloszlast minta A = 2 paraméterrel és a stirtiségfiiggvény
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2. abra. Az (X? + ...+ X2)/n sorozat n = 2000-ig, A = 2 paraméterd exponencialis X ;-kkel

Exponencidlis eloszlas a kitevében
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3. abra. Az (eX' + ...+ eXn)/n sorozat n = 2000-ig, A = 2 paraméterti exponencilis X;-kkel

Exponenciélis eloszlas kétszerese a kitevoben
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4. abra. Az (e*X1 + ... e*Xn)/n sorozat n = 2000-ig, A = 2 paramétert exponencialis X ;-kkel



Megoldas

(a) Mivel a stirtségfiiggvény integralja 1, annak kell teljesiilnie, hogy fcoo x%dx = 1, azaz % = 1, és igy
c=+/1/4.
b) Elgszor szamitsuk ki a feltétel valoszintségét:

o0

2c)7 1
PX >20) = [P de =" =—.
(X > 2¢) /x dx : 16
2c
Hasonloképpen
(oo}
P(X > 3¢) = /x75 dzx = (32 =3
3c

Ezutan a feltételes valoszintiség definicioja alapjan

P{X >3c}n{X >2c}) g 16
P(X > 3c|X > 2¢) = =38l — —~ —19,8%.
P(X > 2c) = 81

Vegyiik észre, hogy ez tébb, mint a P(X > 3c¢) valdsziniség, ahogy ez altalaban is a Pareto-eloszlasokra jellemzd
(ez az eloszlas is a Pareto-eloszlasok kozé tartozik).

(c) Szamitsuk ki X3 varhato értékét:

_70 23 f(x)de = 7m2 dx = % = V4.

Mivel ez véges, és a tagok fiiggetlenek, azonos eloszlastak, alkalmazhatjuk a nagy szamok Kolmogorov-féle erds
torvényét, ebbsl kapjuk, hogy a hatarérték 1 valészintiséggel (és igy sztochasztikusan is) v/4 lesz.

Tegylik fel, hogy egy biztositéd ligyfelei minden napon a tobbitdl fiiggetleniil 50 varhatéd értékii Poisson-eloszlassal

lefrhaté szami balesetet szenvednek. Legyen X a j. napon okozott kirok szama.
Hatarozzuk meg az
lim és lim

n—00 n n—00 n

hatarértékeket, azzal egylitt, hogy milyen értelemben léteznek ezek a hatarértékek.

Megoldas

Az els6 kérdés megvalaszolaséhoz elég, hogy fiiggetlen, 50 varhato értéki, azonos eloszlasu valoszintiségi valto-
z0krol van sz6, ebbdl mar a Kolmogorov-féle nagy szamok erds torvénye szerint kovetkezik, hogy a sorozat 1
valoszintiséggel konvergél a varhatod értékhez, vagyis 50-hez. Az 1 valoszintiségii konvergenciabdl a sztochasztikus
is kovetkezik.

Maésrészt
E(X?) = D*(X1) + E(X1)? = 50 + 50% = 2550,

hiszen Poisson-eloszlas esetén a varhato érték és a széradsnégyzet is a paraméterrel egyezik meg. Mivel az X;-k
fiiggetlenek, azonos eloszlastuak, az (X 12) sorozat is fliggetlen, azonos eloszlasu, véges varhato értéki tagokbol all,
igy a Kolmogorov-féle nagy szamok torvényébsl kovetkezik, hogy az atlag a varhato értékhez, vagyis 2550-hez
konvergal 1 valoszintséggel, és igy sztochasztikusan is.

Az USA-ban a férfiak atlagos magassaga 176 cm, 7 cm szoérassal. Mekkora az esélye, hogy valaki 2 méternél
magasabb? Adjunk meg egy olyan D szamot, melyre igaz, hogy a férfiak 95%-4nak magassaga 176 — D és 176 + D
kozé esik!

Feltehetjiik, hogy a testmagassag normaélis eloszlast. Mivel normaélis eloszlast valoszintiségi valtozo linearis transz-
formaltja is normalis eloszlasi, ha X a testmagassag, akkor (X — 176)/7 standard normalis eloszlasa. Tehat, ha
® jeloli a standard normélis eloszlas eloszlasfliggvényét, akkor

X —176 _ 200 — 176 23
IP’(X>200)1]P’(X<200)1}P’< < )1<I><7>0,0005,

a ® fliggvény tablazata alapjan.



Ezutén az a kérdés, hogy milyen D szamra igaz, hogy
P(176 — D < X < 176 + D) = 0,95.

Az el6z6hoz hasonldan szamolva

]P’(176—D<X<176+D):<I’<17)> —¢><—17)> :2@(?) —1,

ahol felhasznaltuk, hogy ®(x) = 1 — ®(x) teljesiil minden z valész szamra a standard normalis eloszlas 0 koriili
szimmetriaja miatt. Tehat D-nek ezt kell teljesitenie:

@(S) =0,975 =  D=7-1,96=13,72.

Egy atlagos magyar haztartdsban 100m? viz fogy évente, 20m? szérassal. Ha 3 x 10° haztartas van Magyarorszagon,
akkor mekkora az esélye, hogy a 3,3 x 103m? rendelkezésre 4ll6 vizkészlet elég lesz?

Ha feltessziik a fiiggetlenséget, akkor még a Csebisev-egyenlGtlenség alapjan is igen kicsi valoszniiség adodik arra,
hogy ne legyen elég a vizkészlet:

IP’( iXi —nm

i=1
Normalis kozelitéssel szamolva: tegyiik fel, hogy a j. haztartas fogyasztasa X;, és ezek a valoszintiségi valtozok
egymastol fliggetlenek, azonos eloszlastak. Azt tudjuk, hogy a szorasuk véges. Alkalmazzunk kozelitést a centralis
hatéreloszlastétel alapjan:

D*(>X;)  6x10°
8 v) _ —6
20,3x10)§0709><10169X10146,67><10 :

" 21 X —3-10° 3107 3.107
P X-<3,3-108>=IP’( I= < >MI>()=<I> 273,8),
(Z ! 20 - /3 - 106 20 -/3-106 20 - /3 - 106 ( )

j=1
ami nagyon kozel van 1-hez.

A valosdgban azonban korantsem varhato, hogy fiiggetlenek legyenek egymastol a vizfogyasztasok (példaul sza-
razsag idején minden kertes hazban tobbet locsolnak). Ha teljes Osszefiiggés lenne (X; = X7 minden i-re), akkor
a teljes fogyasztéas szérasa 60 x 10°m3, ami Gsszemérhets a tartalék mennyiségével, azaz még normalis eloszlas
feltételezésével is béven lehet vizhidny. Ez jol mutatja, hogy mennyire fontos a fliggetlenség - illetve a kovariancia,
aminek segitségével szamolhat6 az altaldnos esetben az Osszeg szorasa.

Egy gyarban 2000 lampa vilagit. Evente mindegyikben a t&bbitdl fiiggetleniil p = 1/4 valoszintséggel ég ki az
izz6. Mekkora az esélye, hogy az idénre megvasarolt 540 tartalék izzo6 elegendd lesz a potlasra?

Legyen X; annak indikatora, hogy a j. lampa kiég. Ezek fiiggetlen, azonos eloszlast, véges szérasi valoszintiségi
valtozok, nevezetesen, a varhato értékiik 1/4, a szorasnégyzetiik 3/16. Alkalmazhatjuk tehat a centralis hatarel-
oszlastételen alapuld kozelitést:

2000 2000
Y X — 500
H”(ZXj <540> :P(Z“ B S )mp(‘m) = B(2,07) = 98,1%.
= /2000 - 3/16 /2000 - 3/16 V375

Szeretnénk megéllapitani, hogy hany dohanyos él Budapesten. Ezért megkérdeziink n véletlenszertien kivalasztott
budapesti lakost arrol, hogy dohanyoznak-e (visszatevéses mintavétellel). A de Moivre-Laplace (centralis hatér-
eloszlas) tétel alapjan milyen nagyra kell n-et valasztani, ha azt szeretnénk, hogy a kapott relativ gyakorisag
legfeljebb 1 szazalékot tévedjen legalabb 95%-0s megbizhatosaggal? Mit kapunk a Csebisev-egyenlStlenséghél?

Tegyiik fel, hogy minden megkérdezett egymastol fiiggetleniil p valoszintiséggel dohanyzik (p € [0, 1] ismeretlen).
Itt feltettiik, hogy mindenki valaszol, és igazat mond (vagyis nem megbizhat6 vélaszok esetén az eredmény sem
megbizhat6), és mindenkit azonos valoszintiséggel talalunk meg. A fliggetlenséget viszonylag konnyt biztositani,
ha fliggetleniil valasztunk, és a valaszadok nem latjak egymaés valaszat.

A dohéanyosok szama binomi4lis eloszlasi n renddel és p paraméterrel. Legyen X; (i = 1,...,n) annak indikatora,
hogy az i. ember dohényzik, azaz X; értéke 1, ha az i. megkérdezett dohanyzik, 0 kiilonben. A p-re adott becslés
a dohanyzok szdma osztva az sszes megkérdezett szamaval, vagyis >, X;/n. A relativ gyakorisag: Y, /n, azaz



Standard normalis eloszlas
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6. abra. A standard normalis eloszlasfiiggvény, azaz ®(t) = fim %ﬂe_ﬁﬂ dx és @1

Y,, ember mondta, hogy dohanyzik. Itt Y,, binomialis eloszlas, az Y,,/n varhato értéke p. Vagyis a feltétel, amit
teljesiteni kell: minden p € [0, 1]-re

Y, X
]P’(‘:—p‘<0701>20,95 - P(‘Zl;;—p’ZO,Ol)SO,O& (1)

A centralis hatareloszlastételbsl a kovetkezot tudjuk (hiszen 27:1 X eloszlasa binomélis eloszlas n renddel és p

paraméterrel):
b
"X, —n
lim P(a < Zﬂ—lj)p < b) = ®(b) — D(a) :/

\/12? exp(—22/2) dz.

n—oo Tlp(l —-p

P(Y"—p‘<o,01>:P(-O,mgwgom):
n n
:P(_ 0,00/ _ Yo-mp _ 0.01/7 )
V(1 =p) = /np(1—p) = /p(1—p)

Itt megjelent Y, standardizaltja, hasznalhatjuk a centralis hatareloszlastételt (bar a tételben a és b rogzitett
volt, itt pedig a hatarok is végtelenhez tartanak; a Berry—Esséen-tétel akkor lenne jol hasznalhato, ha példaul
0,1 < p < 0,9-et tudnank)

(B o] o) o ) o L) (4L .

p(1—p) p(1—p) p(1—p)

a ®(—a) = 1 — ®(a) azonossag alapjan. Tehat az kell, hogy

Qq)(W) —-1>0,95

p(1—p)

@(\?}%) > 0,975
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7. abra. A sziikséges kérdések szama normalis kozelitéssel néhany megbizhatosagi szint mellett a megengedett abszolit
hiba fliggvényében (balra), illetve annak valdszintisége, hogy legfeljebb 1%-ot téved a becslés, a valos p védettségi
arany fliggvényében, n = 9604 teszt esetén

0,01
0,01y > ®71(0,975) = 1,96
p(1 —p)

Itt hasznaltuk, hogy a ® monoton névs. Ebbdl

n > 1962 - p(1 — p) = 38416 - p(1 — p)

Ehhez pedig p(1 — p) < 1/4 alapjan elég, hogy

> == ") = 4.
n ( 0,01 > 960

Vagyis n = 9604 embert elég megkérdezni. Szamitogéppel ellendrizve ez lényegében a pontos érték @ abra).
A masik modszerrel:

Csebisev-egyenlGtlenség véges szorasa Y-ra és t > 0-ra:

D2(Y)

P(Y —E(Y)| 2 1) < —;

Itt Y = > X, binomidlis eloszlast, varhato értéke pn. Tehat a Csebisev-egyenlStlenség alapjan

i Xi - D*(3X:) np(l1—p) _p(1—p)
P(|&=i=120 )l >0,01) =P X; —pn| >0,0ln) < - - .
(’ n p| 20,0 ; pn| 2 0,01n 0,012n2 _ 0,012n2 _ 0,01%n
Ezért elég, hogy minden p-re
p(1 —p)
— < .
no001z =00

Mivel p(1 — p) < 1/4 minden p-re, ehhez elég, hogy

1

> 50000.
"=470,012-0,05

Ennek a példanak egy részletesebb kifejtése:
https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2020-12/992-mennyit-tesztel junk-2-v3
Az eredeti kérdés 2%-os tévedési valoszintiséggel, Csebisev-egyenlétlenséggel:

Tegytik fel, hogy minden megkérdezett egyméastol fiiggetleniil p valészintséggel dohanyzik (p € [0, 1] ismeretlen).
A megkérdezettek szama legyen n (ez ismert, s6t szabadon megvalaszthato).

Legyen X; (i = 1,...,n) annak indikatora, hogy az i. ember dohanyzik, azaz X; értéke 1, ha az i. megkérdezett
dohanyzik, 0 kiilonben. A p-re adott becslés a dohanyzok széma osztva az Gsszes megkérdezett szaméaval, vagyis

Z?:l Xi/n.


https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2020-12/992-mennyit-teszteljunk-2-v3

Vagyis a feltétel, amit teljesiteni kell: minden p € [0, 1]-re

"X i1 X
P(‘Zl—lz—p‘<o,o2>>o,9 & IP’(‘ZZ_l—p’>0702)<0,1- (2)

n n
“

n
Z X; —pn
=1

Kell:

> 0,02n) <0,1

Csebisev-egyenlGtlenség véges szorasa Y-ra és t > O-ra:

D*(Y)

P(Y ~E(Y) 2 1) < =

Itt Y = > X, binomidlis eloszlast, varhato értéke pn. Tehat a Csebisev-egyenlStlenség alapjan

STX - D*(YX;)  np(l—p)  p(l—p)
P(|&=L20 _pl>0,02) =P X; —pn| >0,02n) < - — ,
(’ n p| = 0,0 ; pnj = 0,020 0,022n2 0,020 _ 0,022n
Ezért elég, hogy minden p-re
p(1—p)
PP,
n-0,022 = 0

Mivel p(1 — p) < 1/4 minden p-re, ehhez elég, hogy

> 6250
"=40,022-0,1

Ez a 0,02-ben, vagyis az eltérésben négyzetes (ez jobb modszereknél is igy van). A valoszintiségre kevésbé érzékeny.
Viszont ha p kicsi, vagy 1-hez kozeli, akkor a 0,02 nagyon rossz becslés, joval pontosabb kozelités is adhaté ennyi
mintaelembdl.

Egy egyetemre 1000 didk jar. Mindegyikiik 0,002 valoszintiséggel lesz beteg egy adott napon. Mekkora az esélye,
hogy holnap legfeljebb 4-en lesznek betegek?

Ha feltessziik a fliggetlenséget, akkor a pontos eloszlas Binom(1000;0,002). Ebbdl kézzel egy meglehetdsen kelle-
metlen szamolas adja meg a keresett valoszintiséget (P(X < 4)). Ezért lehet célszert a Poisson eloszlas alkalmazasa
(tudjuk, hogy np — X esetén a binomialis eloszlas tart a A paraméterd Poissonhoz), ott baratsagosabbak a képletek.
De persze szamitogéppel (pl. az R program segitségével) mindkét érték konnyen megkaphato: P(X < 4) ~ 0,95,
barmelyik modellt is hasznéljuk.



