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Val6szintliségszamitas, 6. feladatsor, 2022. oktéber 24-28.
Hatarozzuk meg a A paramétert Poisson-eloszlds moduszat.

Legalabb mekkora valoszintiséggel allithatjuk, hogy egy szabalyos érmével végzett 100-as dobassorozatban a fejdo-
basok szama legalabb 44 és legfeljebb 567 Mit mondhatunk 1000-es dobéassorozat esetén arrol, hogy a fejdobasok
szama legalabb 440 és legfeljebb 5607

Megoldas

Alkalmazzuk a Csebisev-egyenlStlenséget a fejek szamara, vagyis az X valoszintségi valtozora, melynek eloszlasa
binomialis eloszlas: és a varhato értéke 50:

D?(X) 100-0,5-0,5 25
=1 — 2200 22 9%,
7 72 9~ W%

Hasonloképpen, ha Y a fejek szama 1000 dobasbol, akkor n = 1000 és E(Y') = 500, igy

P44 < X <56) =1—P(X —50[>7)>1—

D?*(X 1000-0.5 -
P(440 < Y < 560) = 1 — P(]Y — 500| > 61) > 1 - 652 ) =1—W

= 93,3%.

Vagyis ugyanolyan aranyok kozé esés valoszintiségére jobb becslést tudunk mondani, ha to6bb dobéas van.
Tegytiik fel, hogy X,, — X eloszlasban. Kovetkezik-e ebbdl, hogy X,, — X — 0 eloszlasban? Itt X, illetve (X,,)
ugyanazon a valoszintiségi mezén értelmezett valoszintiségi valtozok sorozata.

Legyen X,, ugyanannak a kockadobasnak az értéke minden n-re (egyszer dobunk, és utana minden X,, ugyanez).
Legyen tovabba X = 7 — X;. Ennek ugyanaz az eloszlasa, mint barmelyik X,,-nek, hiszen ugyanazok a lehetséges
értékek és a hozzajuk tartozo valészintségek. Ezért X,, — X eloszlasban. Viszont

Xn—X=2X,-7=2X; -7

minden n-re, ami tehat n-ben nézve egy konstans, nem nulla egészekbdl allo sorozat, ez nem tart nulldhoz.

Egy maésik lehetdség: X7, Xo, ..., X, és X mind fliggetlen azonos eloszlasu valosziniiségi valtozok, példaul kocka-
dobasok, vagy standard normalis eloszlasu valoszintiségi valtozok. Az eloszlasbeli konvergencia teljesiil, de X,, — X
eloszlasa minden n-re ugyanaz, és nem azonosan nulla (a szorasa példaul /2D(X1)).

Mutassunk arra példat, hogy X,, X azonos valoszintiségi mezén értelmezett valdszintiségi valtozok és X,, — X
eloszlasban, de nem sztochasztikusan.

Legyen X,, ugyanannak a kockadobésnak az értéke minden n-re (egyszer dobunk, és utana minden X,, ugyanez).
Legyen tovabbd X = 7 — X;. Ennek ugyanaz az eloszlasa, mint barmelyik X,,-nek, hiszen ugyanazok a lehetséges
értékek és a hozzajuk tartozé valdszintiségek. Ezért X,, — X eloszlasban.

Ugyanakkor X,, nem tart X-hez sztochasztikusan: P(|X,, — X| > 1) = 5/7 minden n-re, azaz € = 1-re a P(|X,, —
X| > ¢€) valoszintiségek sorozata nem tart 0-hoz n — oo esetén.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy ¢ szamra X,, — ¢ eloszlasban n — oo esetén, akkor sztochasztikusan is.

Legyen € > 0 rogzitett.

Vegyiink egy olyan h fliggvényt, amely folytonos, korlatos, pontonként legalabb akkora, mint az I(Jz — ¢| > ¢)
indikatorfiiggvény, és amelyre h(c) = 0. Ekkor az eloszlasbeli konvergencia definicidjat a h fiiggvényre alkalmazva

limsup P(|X,, — ¢| > ¢) = limsup E(I(| X, — ¢| > ¢) < limsup E(h(X,,)) =E(h(c)) = h(c) =0.

n—oo n— oo n— oo

Ezzel a sztochasztikus konvergenciat belattuk.

Adjunk példat diszkrét valoszintiségi valtozokbol allo sorozatra, mely majdnem mindeniitt 0-hoz tart, de L2-ben
nem tart 0-hoz! Adjunk példat olyan sorozatra is (nem kell diszkrétnek lennie), ahol L? konvergencia fennall, de
majdnem mindeniitt konvergencia nem &ll fenn.

Megoldas. Legyen Q = [0,1] a geometriai valoszintiségi mezdvel. Legyen X, (w) = n-I(w < 1/n) minden n-re
és w-ra. Vilagos, hogy minden rogzitett w € (0, 1)-re minden elég nagy n-re X,,(w) = 0, ezért X,,(w) — 0 teljesiil
majdnem mindeniitt.

Masrészt, az (X,,) sorozat akkor tart L2-ben nullihoz, ha

lim E(X?2) = 0.

n—oo



Most az X, két lehetséges értéke 0 és n, ezért

]E(XTZL) :’ﬂ2 : ﬁ =n,

ami nem tart 0-hoz.

A megforditashoz: a valészintiségi mezd legyen tovabbra is Q a geometriai valoszintiségi mezdvel.

A valoszintiségi valtozokat, melyek tehat X, : [0,1] — R fiiggvények, csoportokban definialjuk, az egyes csoportok
mérete 2,4,8,16, ..., azaz a 2-hatvanyok. A k. csoporthoz bontsuk fel a [0,1] intervallumot 2* egyforma hosszt

intervallumra (minden pontot pontosan egyszer fedve le), és a k. csoporton beliil a j. valoszintiségi valtozo legyen
a j. kis intervallum indikatora (1 az intervallumon beliil, 0 azon kiviil).

Minden w € [0, 1] szam (elemi esemény) minden k-ra valamelyik kis intervallumba esik, igy minden k-ra az adott
2% nagysagt csoport tagjai koziil egy esetben 1, a t&bbi esetben 0 lesz az érték, vagyis X, (w). Ebbél kovetkezik,
hogy X,,(w) végtelen sokszor veszi fel az 1 és a 0 értékeket is, tehat nem konvergens. Igy a sorozat 0 valoszintiséggel
konvergens, a majdnem mindeniitt valé6 konvergencia nem all fenn.

Mésrészt E(X2) = 537, ha 28 <n < 2" itt a ket lehetséges érték 0 vagy 1. Ez 0-hoz tart, igy a sorozat 0-hoz
tart L? értelemben.

Bizonyitsuk be, hogy az (X,,) valoszintiségi valtozok sorozata pontosan akkor konvergél sztochasztikusan az X
valoszintiségi valtozohoz, ha minden (X, ) részsorozatnak van olyan részsorozata, mely 1 valoszintiséggel konvergal
X-hez.

Tegyiik fel, hogy minden részsorozatnak van 1 valoszintiséggel konvergens részsorozata. Tegyiik fel, hogy nem igaz

a sztochasztikus konvergencia, vagyis valamely € > 0-ra

limsupP(|X,, — X| >¢) =6 > 0.
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Ez azt jelenti, hogy van egy olyan részsorozat, ami mentén
lim P(| X, —X|>¢)=6>0.
k—oo )

Ebbdl a részsorozatbodl valasszunk ki egy 1 valdszintiséggel konvergens részsorozatot. Mivel az 1 valdszintiségii
konvergenciabol kovetkezik a sztochasztikus konvergencia, ez a részsorozat sztochasztikusan is konvergal, ez viszont
ellentmond ennek a legutobbi feltételnek. Ellentmondésra jutottunk, vagyis a sorozat sztochasztikusan konvergal.

Tegyiik fel, hogy X,, — X sztochasztikusan, és (X,,) egy részsorozat. Kellene: ennck egy 1 valoszintséggel
konvergens részsorozata.

Tudjuk: minden € > 0-ra
P(|X,, — X|>¢) — 0.

Az (X,,) is sztochasztikusan konvergal. Ezért talalhatunk olyan részsorozatot, hogy minden j-re

1 1
IP<|X;< - X|> ) < —.
J 2
Ezeknek az Gsszege véges, a Borel-Cantelli-lemma szerint 0 valdszintiséggel kovetkezik be végtelen sok. Ez elég,

mert ha ebbdl csak véges sok kovetkezik be, akkor egy kiiszobtél kezdve ez méar nem igaz egyetlen j-re sem. Ha
minden elég nagy j-re legfeljebb 1/j a kiilonbség, az viszont mar elég.
Vagy masképpen: elég nagy n-tél kezdve mar az unié valészintisége is kisebb e-nél.
A sztochasztikus konvergencia miatt minden j > 1-re van olyan N(j), hogy n > N(j) esetén
1 1
P(|Xn _X| > 2) S 9
J J

ugyanis € = -4 esetén a bal oldalon allo valészintiség 0-hoz tart. Az (X,,, )-bol valasszunk egy olyan részsorozatot,

hogy a j. tagra ng; > N(j) legyen, amibél kovetkezik, hogy

1 1
IP’(X% - X|> ﬂ) < R

Ezeknek az eseményeknek a valoszintiségeinek véges az Osszege, igy a Borel-Cantelli-lemma szerint koziiliik 1
valoszintiséggel csak véges sok kovetkezik be. Ha viszont ezek koziil csak véges sok kovetkezik be, akkor minden
€ > 0-ra csak véges sok olyan j lesz, amire |Xnkj — X| > &, vagyis ebbdl kovetkezik, hogy Xnkj — X. Eazzel
megkaptuk az 1 valoszintiségli konvergenciat.



(8) Legyenek Xp, Xo, ... fiiggetlenek és Exp(1) eloszlastiak. Mutassuk meg, hogy

P (limsup Xn = 1) =1.
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Tekintstik az A,, = {X,, > logn} eseményeket. Ezek egymastol figgetlenek (hiszen az X,, valoszintdségi valtozok

is azok, és az exponencidlis eloszlas definicidja alapjan

1 o0
P(A,) = P(X,, > logn) = e 18" = ~ = > P(4,) = .
n=1

Mivel a fiiggetlenség is fennéll, a Borel-Cantelli-lemma méasodik része alapjan 1 valoszintséggel az (A4,)5° ; ese-
mények koziil végtelen sok bekovetkezik. Ha pedig végtelen sok n-re X,, > logn, akkor limsup,,_,. lfﬁ >1is

teljestil. Tehat -
. Xn
P ( lim sup >1) =1
n—o00 1Ogn

Legyen most € > 0 adott, és B, = {X,, > (1 +¢)logn}. Az el6z6héz hasonloan

1

P(B,) = P(X,, > (1 +¢)logn) = eI+ losn — = = > P(B,) < .
n=1

A Borel-Cantelli-lemma szerint tehat 1 valoszintséggel a (B,,)%2 ; események koziil csak véges sok kovetkezik be.

Ha viszont X,, > (1+4¢)logn csak véges sok n-re teljesiil, akkor lim sup,,_, .. lg(g"n < (1+¢€). Tehat minden € > O-ra

P (limsupan < (1 +8)> =1
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Ebbdl kovetkezik, hogy

n—oo 108 n— o0

X, ~ X
i —<1)= i < -
IE"(hmsupl ~ < 1) P(Dlllmsup g = 1+ 1/k)) 1,

hiszen a valoszintség folytonos tulajdonsagi, és az itt szereplé események monoton sorozatot alkotnak.

A két eddig belatott egyenletbsl mar kovetkezik az allitas, ugyanis két 1 valosziniiségli esemény metszete is 1
valoszintség.




