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Többdimenziós POT modellek

Jó lenne több adatot használni
Valódi megfigyelések
Klasszikus modell: minden koordinátában haladja meg a magas
küszöböt. Tulajdonságok:

Peremek: GPD
Paraméteres modellek egy része átvihető
EVD csomag használható
De: valójában kevés az adat
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Alternatív definíció (MGPD II)

Minden megfigyelést figyelembe vesz, ami legalább egy
koordinátában meghaladja a küszöböt
Formálisan: Y = (Y1, ...,Yd) vektorváltozó, u = (u1, ...,ud)
megfelelően magas küszöb X = Y − u = (Y1 − u1, ...,Yd − ud) a
meghaladások.
A többdimenziós általánosított Pareto eloszlás (MGPD):

H(x1, . . . , xd) =
−1

logG
(
0, . . . ,0

) log G
(
x1, . . . , xd

)
G
(
x1 ∧ 0, . . . , xd ∧ 0

) ,
ahol G MGEV eloszlású
Standard Fréchet marginálisokat kapunk a

ti = ti(xi) =
−1

log Gξi ,µi ,σi (xi)
= (1 + ξi(xi − µi)/σi)

1/ξi ,

transzformációval, ahol 1+ ξi(xi −µi)/σi > 0 és σi > 0, i = 1, ...,d .
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Alternatív definíció (MGPD II)

Az MGPD sűrűségfüggvénye (ha létezik)

h(x) =
∂H

∂x1 . . . ∂xd
(x) =

∂

∂x1 · · · ∂xd

(
1 − logG(x)

logG(0)

)
=

∏d
i=1 t ′i (xi)

V
(

t1(0), . . . , td(0)
) × ∂V

∂t1 · · · ∂td

(
t1(x1), . . . , td(xd)

)
.

Nem lesznek a peremek GPD-k
Kevés a jól használható, identifikálható modell
Becslés R-ben: mgpd csomaggal, de kettőnél több dimenzióban
nem könnyű
Összehasonlítás: több adat alapján valóban megbízhatóbb
becslések adódnak
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Szimmetrikus és aszimmetrikus modellek
összehasonlítása
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Kétfajta 2D modell összehasonlítása
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A(Ψ(t)) = A(t + f (t)), például fψ1,ψ2(t) = ψ1(t(1 − t))ψ2 , ha t ∈ [0,1],
ahol ψ1 ∈ R és ψ2 ≥ 1 aszimmetria paraméterek
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Egy új reprezentáció

Itt az exponenciális peremeloszlást tételezzük fel
Legyen Yi = Z −max(X1, ...,Xd) + Xi , ahol Z standard
exponenciális eloszlású és X független Z -től. Ekkor Y MGPD II
eloszlású, standard exponenciális peremeloszlással, feltéve, hogy
Yi > 0.
Sőt, minden MGPD eloszlás megadható így
Bizonyos Xi generátorokra a sűrűségfüggvény explicit számolható
ML becslés működik
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Kvantilis alapú becslési módszerek

Hill becslés
Pickands becslés
Momentum becslés
ML becslés az exponenciális regresszióra
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Hill becslés

Vastag szélű eloszlásra: P(X > z) = z−αL(x).
log(X ) eloszlása: P(logX > u) = e−αuL(eu).
Kvantilis függvény: Q(1 − p) = p−γL∗(1/p), tehát

logQ(1 − p) = −γ log p + log L∗(1/p).

Az X1,X2, . . . ,Xn rendezett mintája: X ∗
1 ≤ X ∗

2 ≤ · · · ≤ X ∗
n .

A rendezett minta elemei konzisztens becslések a megfelelő
kvantilisre.
Ábrázolás: logX ∗

n−j+1 vs log j
n+1 .

Aszimptotikusan lineáris, meredekség γ.
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Hill becslés/2

A meredekség becslése:

1
k
∑k

j=1

(
log(X ∗

n−j+1)− log(X ∗
n−k+1)

)
− 1

k
∑k

j=1

(
log( j

n+1)− log( k
n+1)

)
A nevező közel 1, ha a k nagy
Ebből a Hill becslés:

Hk ,n =
1
k

k∑
j=1

(
log(X ∗

n−j+1)− log(X ∗
n−k+1)

)
.

Tul.:
függ a k -tól
k kicsi: nagy szórás
k nagy: nagy torzítás
Kompromisszumot kell találni
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Módszerek k megválasztására

ξ̂ pontosan akkor konzisztens becslése az alakparaméternek, ha
k → ∞ és k/n → 0 ha n → ∞.
A double bootstrap módszer azt a k értéket adja meg, amelyre az
aszimptotikus négyzetes hiba minimális, bootstrap mintavétellel
számolva.
Egy másik módszer minimalizálja a távolságot a tapasztalati
eloszlás és az illesztett Pareto eloszlás "széle" között. A
minimalizálásra a kvantilisek Kolmogorov-Smirnov távolsága
alkalmas.
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Példa: GBP vs DM napi hozam
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ábra: A Hill becslés és a konfidencia határok a küszöb függvényében
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Pontfolyamatok

Hasznos eszköz, könnyű a modellek általánosítása a
segítségükkel
A minta véletlen pontok sorozata, össz-mérték most n
Az extrémumok érdekelnek: (t ,∞)-be eső pontokkal foglalkozunk
Poisson pontfolyamat: Az egydimenziós Poisson folyamat
általánosítása

N(B): a B Borel halmazba eső megfigyelések száma.
Tulajdonságok:
Tetszőleges diszjunkt A,B halmazokra N(A) és N(B) független
λ ≥ 0 adott mérték a Borel halmazokon (intenzitás), ezzel N(B)
éppen λ(B) paraméterű Poisson eloszlású
Homogén a folyamat, ha λ a Lebesgue mérték (ekkor a korlátos B
halmazokon nézzük)
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Statisztikai módszerek a pontfolyamatokra

A λ intenzitás feltéelezésünk szerint egy paraméteres családból
származik

L(ϑ; x1, . . . , xn) = exp{−Λ(A;ϑ)}
n∏

i=1

λ(xi ;ϑ)

adja meg a likelihood értékét, ha egy A tartományból vannak
megfigyeléseink.
Kapcsolat a GPD modellel: az intenzitás-mérték az un
meghaladásaira

Λ(A) = (t2 − t1)
[
1 + ξ

z
σ

]−1/ξ

a (t1; t2)× (z,∞) tartományra, ahol z > un

Ez a megközelítés bonyolultabb modelleket is lehetővé tesz, pl. a
paraméterek időfüggését.
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Max-stabilis folyamatok

Legyen T ⊂ Rd egy Borel-halmaz. {Yt : t ∈ T} pontosan akkor
max-stabilis folyamat, ha előáll folytonos trajektóriájú folyamatok
koordinátánkénti (standardizált) extrémumaiként.
Ezekre definíció szerint teljesül a max-stabilitás
Példa: (ri , si) Poisson pontfolyamat (0,∞)xS halmazon,
intenzitásmértéke

dr
r2 dH(ω).

S tetszőleges Borel halmaz, H mérték S-en.
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Smith (1990) konstrukciója

Legyen f olyan, hogy
∫

S f (s, t)dH(s) = 1 minden t-re, és

Yt = max
i
{ri f (si , t)}, t ∈ T

ri az i-edik vihar erőssége, si pedig a helye.

P(Yt < yt ∀t ∈ T ) = exp

{
−
∫

S
max

t

{
f (si , t)

yt

}
H(ds)

}
.

Ebből:
Y peremeloszlása standard Frechet
Y max-stabilis
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Példák

|T | = 1: egydimenziós max-stabilis eloszlás
T = {1,2}, S = [0,1], H: Lebesgue mérték,

f (s, t) =
{

(1 − α)s−α, hat = 1
(1 − α)(1 − s)−α, hat = 2

éppen a 2 dimenziós logisztikus modell
Gauss folyamat: f (s, t) t-ben az s várható értékű, Σ
kovariancia-mátrixú normális eloszlás sűrűségfüggvénye
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Példa: szimulált Smith-féle extremális folyamatok
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Modell-illesztés

1 dimenziós peremek becslése
2 dimenziós összefüggőség becslése (extremális összefüggőségi
függvény): ϑ(z1 − z2), ahol

P(Y (z1) < y ,Y (z2) < y) = P(Y (z1) < y)ϑ(z1−z2).

Paraméteres (pl. Gauss) modellre közelítő (páronkénti) maximum
likelihood számolható. Később még visszatérünk rá
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