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GARCH motiváció

Az 1980-as évekre elegendő bizonyíték gyűlt össze, hogy a lineáris
ARMA modellek nem felelnek meg a pénzügyi folyamatoknál
megigyelt stilizált tényeknek.

Az ökonometriai modellezésben áttörést jelentett az Autoregresszív
Feltételesen Heteroszkedasztikus (Autoregressive Conditionally
Heteroscedastic, ARCH) folyamatok bevezetése (Engle 1982), amelyet
rövidesen követett a GARCH (Bollerslev, 1986).
Definíció szerint, {Xt}t∈Z ARCH(q) folyamat, ha reprezentálható

Xt = σt · ϵt

σ2
t = ω +

q∑
i=1

αiX 2
t−i

(1)

alakban, ahol ω > 0, αi ≥ 0, αq > 0, {ϵt} 0 várható értékű, egységnyi
szórású innováció-sorozat és {σ2

t } a feltételes szórásnégyzete Xt -nek
az Ωt = σ{Xs : s ≤ t} természetes filtrációra.
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GARCH modell: definíció

(Xt)t∈Z GARCH(p,q) folyamat, ha

Xt =
√

htεt (2)

ht = ω0 +

q∑
i=1

α0iX 2
t−i +

p∑
j=1

β0jht−j (3)

ahol εt (t ∈ Z) i.i.d. szimmetrikus, egységnyi szórású val.
változók, ω0 > 0, α0i ≥ 0, β0j ≥ 0 ha i = 1, ...,q és j = 1, ...,p.
Általában κεt = E(εt

4) < ∞ feltételt is megköveteljük.
A paraméter vektor:
θ = (θ1, ..., θp+q+1)

T = (ω, α1, ..., αq, β1, ..., βp)
T

A paramétertér: Θ = (0,∞)× [0,∞)p+q.
A paraméterek igazi értéke: θ0 = (ω0, α01, ..., α0q, β01, ..., β0p)

T

ismeretlen
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GARCH modell: tulajdonságok

Megvalósítja a stilizált tényeket
Az (Xt)t∈Z GARCH(p,q) folyamat másodrendben stacionárius, ha
ω > 0 és

q∑
i=1

αi +

p∑
j=1

βj < 1.

A GARCH(1,1) a leggyakrabban használt
Becslés: QML (normális eloszlást feltételez az innovációkra)
konzisztens, aszimptotikusan normális (ha teljesül sok-sok feltétel,
elsősorban a stacionaritás), ld. később
Gyakorlatban kérdéses a stabilitása
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QML a GARCH modellben

{x1, . . . , xn} megfigyelések GARCH(p,q) folyamatból (erősen
stacionárius megoldás).
A normális kvázi-likelihood függvény, feltéve a
x1−q, ..., x0, σ̃

2
1−p, ..., σ̃

2
0 kezdeti értékeket:

Ln(θ) = Ln(θ; x1, ..., xn) =
n∏

i=1

1√
2πσ̃2

t

e
− x2

t
2σ̃2

t .

ahol (σ̃2
t )t≥1 rekurziója:

σ̃2
t = σ̃2

t (θ) = ω +

q∑
i=1

αix2
t−i +

p∑
j=1

βj σ̃
2
t−j(θ)
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Tulajdonságok

Tétel

Ha (θ̂n)n≥1 QMLE teljesít regularitási feltételeket, a kezdőértékek

x2
1−q = ... = x2

0 = x1 σ̃2
0 = ... = σ̃2

1−p = x2
1 .

akkor
θ̂n

a.s.−−−→
n→∞

θ0.

Tétel

További regularitási feltételek esetén

√
n(θ̂n − θ0)

d−−−→
n→∞

N(0, (κε − 1)J−1),

J := Eθ0

(
∂2lt(θ0)

∂θ∂θT

)
= Eθ0

(
1

σ4
t (θ0)

∂σ2
t (θ0)

∂θ

∂σ2
t (θ0)

∂θT

)
.
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GARCH folyamatok autokorrelációi

A stilizált tényeknek megfelelően a négyzetek autokorrelációja
nemnegatív
Ha κ ≥ 4, akkor a szokásos CLT érvényes rájuk, 1/

√
n-nel

arányos konvergencia-sebességgel
2 < κ < 4 esetén sokkal lassabb a konvergencia A határeloszlás
függ a paraméterektől, tehát például konfidencia intervallumok
nem adhatók meg a szokásos módon
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GARCH folyamatok extrémumai

Reguláris változású, ha a zaj folyamatra enyhe feltételek
teljesülnek (például akkor is, ha a zaj normális eloszlású)
A kitevő itt is a h(κ) = 1 egyenlet megoldása
Példa: a standard normáls eloszlással generált ARCH(1)
folyamatra κ = 1
GARCH(1,1) standard normális zajra (α1 = 0.1):

β1 0.9 0.8 0.7 0.6
κ̂ 2 12 16 19
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Extrémumok

GARCH(1,1) t4 eloszlású zajra (α1 = 0.1)

β1 0.9 0.8 0.7 0.6
κ̂ 2.0 4.0 4.4 4.4

A becslések igen bizonytalanok: 106 elemű szimulált mintákból
számolva is marad bizonytalanság
IGARCH(1,1) folyamatra (itt α1 + β1 = 1) κ = 2
A GARCH(1,1) erősen keverő
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Tapasztalati példa: DJIA loghozamok

Különböző rendű ARCH/GARCH modelleket illesztettünk a DJIA
adatsorra. Akaike Információs Kritérium alapján választható ki a
legjobb modell

Bár − log L(θ̂) a GARCH(1,2) modellt választaná, a büntetőtaggal
megadott AIC kritérium szerint a GARCH(1,1) modell az optimális
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Tapasztalati példa (folyt.)

Megnézhetjük Xt feltételes szórásának időfüggését
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Tapasztalati példa (folyt.)

Ebből nem konstans 95%-os VaR becslések adódnak
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Megjegyzések

Ahogy láttuk, a GARCH modelleket eredményesen lehet
alkalmazni a pénzügyi idősorok dinamikájának leírására. Az
R-ben lehetséges automatizált becslési eljárások bőséges
információt adnak további statisztikai vizsgálatokhoz is
Viszont gyakran tapasztalható, hogy a feltételes normalitás sem
elég jó modell. A reziduálisok elemzése gyakran mutatja, hogy a
zaj vastagabb szélű, és ekkor ϵ̂t eloszlása ennek megfelelően
illesztendő (például t (Student), Általánosított hiba-eloszlás 2-nél
kisebb alakparaméterrel, Pareto, stb)
A GARCH modelleket eredményesen lehet kombinálni a
kopulákkal: a peremeloszlások paramétereinek becslése után
(GARCH modellekkel), kiszámoljuk a reziduálisokat és
modellezzük megfelelő kopulával
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Zempléni András (ELTE) 10. előadás, 2022. április 21. Áringadozások előadás 14 / 14
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