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i Visszatevéses mintavétel

= NV termék, melybdl Mselejtes
= 1 elem{ minta visszatevéssel
= A: pontosan 4 selejtes van a mintaban

00 o[
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i Visszatevés nélkili mintavétel

= NV termék, melybdl M selejtes
= 1 elem(i minta visszatevés nélkuil
= A: pontosan & selejtes van a mintaban
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A valdszinliség tovabbi
tulajdonsagai

A valdszinliség végesen is additiv:

ha Ay, A, ..., A,paronként kizaré események,
akkor

P(A UA,U..UA)=P(A)+P(A)+..+ P(A)

Bizonyitds. A,.;= Aur =...= @ valasztassal
alkalmazzuk a o-additivitast.

Tehat a kordbban belatott tulajdonsagok a
Kolmogorov-féle valdszinliségi mezore is
érvényesek.

Megszamlalhaté valdszinliségi mezd

Q={wy, & ..y Wy} A= P(Q).
Jel6lés: p;=P (w;), valdszinlségeloszias:.
p;i>0, az 6sszegiik 1.
A o-additivitas miatt tetsz6leges A eseményre
megy a véges esetre latott szamitas:
P(A) = P(Ui:m,sAa)i) = Z P
iweA
Példa: Hanyadikra dobjuk az els6 fejet egy
szabalyos érmével? p,=1/2/(i=1,2,...)

i Geometriai valdsziniségi mezo

= Q=V (az n-dimenziés Euklideszi tér véges
térfogaty tartomanya)

= 4 a tengelyekkel parhuzamos oldall téglakat:

T=x [a,b)
i=1

tartalmazd legszlikebb o-algebra (elnevezés:
Borel-halmazok, tartalmazza pl. az 6sszes
nyilt halmazt).

= Ac 4,Ac V esetén P(A):=A(A)/ A(V), ahol A
az n-dimenzids térfogat.
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A valoszinliség folytonossaga
Allités. Ha A; ea (i=1,2,...) és Ao As o...

akkor az A=A Jjeldléssel lim,,_,, P(A)=P(A
i=1

Bizonyitds. A =AU(A\A)U(AVA)U...

diszjunkt felbontas, tehat a

P(AVA)+P(A\A)+..

sor konvergens. A fenti felbontast A4,re
alkalmazva:

P(A)=P(A) +P(ANA ) +P(ALVA L)+

i Események unidjanak valdszinlisége

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)
Példa: Magyar kartyacsomagbdl ‘ Ct)

kétszer hlzunk visszatevéssel. Mi a
valoszinlsége, hogy hlizunk pirosat?

A: els6 piros, B: masodik piros

RA=RB)=1/4, RA~B=1/16

Tehat AAUB)=7/16
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)- C@“}
~P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBAC) &

i Szita (Poincaré) formula

Képlet az altalanos esetre:
P(AUA, L..UA)=> (-1)™s"
ahol
SP=" D P(A,MA, N..0A)

I<ji<jp<.<ji<n

az /tényezGs metszetek
valoszinliségeinek Gsszege.

i Alkalmazasok

= Ha az egyes események és metszeteik is egyforman
valdszinlek, akkor

P(AUA UL..UA) =Z(_1 M[i Jp(p,imA2 N..NA)

» Atfogalmazésn metszetekre

P(ANAN..NA)=

=1-P(AUAU..UA)= Z( 1)'sm
(Megallapodas: S,=1.)
= Példa: Mi a valdszinlisége, hogy adott (k) szamu

kockadobasbol minden szamot legalabb egyszer
megkaptunk?

Megoldas

= A;: az /szamot nem dobtuk
P(/’mAm NA)=

oo
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i Feltételes valoszinliség 1.

= Az A esemény valdszinliségét keressiik.
= Tudjuk, hogy B esemény bekovetkezett.

= A relativ gyakorisagokkal: csak azokat a
kisérleteket nézziik, amelyekben B
bekdvetkezett. Ezen részsorozatban az
A relativ gyakorisaga:

sl s




Feltételes valdszinlség 2.

= MegfelelGje a valdszinlségekre:
p(a|B)= "(ACB)

az A esemény B-re vonatkozo feltételes valdszin(isége
(feltétel: AB)>0).

= Példa: kockadobas. A={parosszamot dobunk}
B={3-nal nagyobbat dobtunk}
AAIB)=2/3.
= Monty Hall jaték: melyik ai(tot valasszuk? (Kettd
mogott kecske, a harmadik mogott auté van.)

= Ugyanez szimulaciéval: Monty Hall szimulacio

i Teljes eseményrendszer

= Definicio. Események 4, 4 , ...,
sorozata teljes eseményrendszer, ha
egymast paronként kizarjak és
egyesitésiik Q.

= Tulajdonsag: P(A)+P(A)+..=

= Legtobbszor véges sok elembdl alld
teljes eseményrendszereket vizsgalunk.

i Teljes valdszinliség tétele.

= Legyen B, B, , ..., pozitiv valdszin(iség(
eseményekbdl allo teljes eseményrendszer, A
Atetszbleges. Ekkor

P(A)=P(A|B)P(B,)+P(A|B,)P(B,) +...
» Bizonyitds. A=(ANB))U(ANB,)uU...
diszjunkt tagokra bontas, tehat
P(A)=P(AnB)+P(ANB,)+...
és P(ANB,)=P(AIB,)P(B,) adja a tételt.

i Bayes tétele

Legyen By, B, , ..., pozitiv valdszinliségli
eseményekbdl allo teljes esemeényrendszer,

A e Apozitiv valoszmus a. Ek)ko(r 9
P(A|B,)P(B
P(B(|A) =
ZP(A| B)P(B,)
(Visszakovetkeztetés az els6 lépés
eredményére.)
Bizonyitas. A nevezd éppen P (A) a teljes
valoszinliség tétele miatt.
A szamlalé pedig P (AnBy), definicid szerint.

i Események fliggetlensége

= Ha a Besemény bekovetkezése nem
befolyasolja az A valészinliségét, azaz
AA| B)=P(A), akkor azt mondjuk, hogy
az A és Bfiggetlenek. Ez igy nem
idedlis definicid (nem szimmetrikus,
P (B)>0 kell hozza), ezért

= Definicio. Az A és B eseméenyek
figgetlenek, ha AA~B)=RA)RAB).

i Tulajdonsagok

= Ha Aés Bdiszjunktak, akkor csak trivialis
(P(A)=0 vagy P (B)=0) esetben fliggetlenek.

= Ha A és Bfliggetlenek, akkor
komplementereik is fliggetlenek.

= Onmaguktdl csak a trividlis események
fliggetlenek.

= Ac Besetén csak akkor fliggetlenek, ha
legaldbb az egyik trividlis.

= Tipikus eset fiiggetlenségre: A az els6, B a
masodik kisérlet eredménye.
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