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Az (n,p) paraméter( binomialis

i eloszlas szorasnégyzete
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i A szOras

= Szorasnégyzet mértékegysége az
eredeti X mértékegységének a négyzete
(azaz pl. a buszok kovetési idokozénél
négyzetperc). Ez nem teszi egyszer(ivé
interpretacidjat.

= Szoras: D(X) a szorasnégyzet pozitiv
négyzetgyoke. Ez mar a megfeleld
mértékegységli, D(aX)=|a|D(X).

E(X?)=

i Példak
Az elfajult eloszlas szorasnégyzete:

D2(X)= E(X)-EX(X)=c%-c2=0.
= Megforditas: ha D?(X)= 0, akkor X 1 valészin(iséggel

konstans.

Biz.: (X-E(X))? =0, varhatd értéke 0, tehat § maga is 1
valdszinliséggel 0, azaz X=E(X) 1 valdszinliséggel.
A pvaldszinliségli A esemény indikatoranak
szérasnégyzete:

D*(X)= E(X?)-E*(X)= p - p%= p (1-p). Azaz p=0.5
esetén a legnagyobb a szérasnégyzet.
A kockadobas szorasnégyzete:

D(X)= EQ)-EX(X)=(1+4+...+36)/6 - 49/4=91/6 - 49/4
=(182-147)/12=35/12.

Példak 2.

A Poisson eloszlas szorasnégyzete:
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Ebbdl
D2(X)= A2 +A-1 =1

Azaz a Poisson eloszlas varhato értéke és
szOrasnégyzete megegyezik.

i Osszeg szdrasnégyzete

s DY(X+Y)=E[(X+Y-E(X+Y))*]=
EL(X-E(X)+Y-E(Y))*]=E[(X-E(X))*]+E[(Y-E(Y))*]+
+2E[(X-E(X))(Y-E(Y))]=D?(X)+D?(Y)+
+2E[(X-E(X))(Y-E(V))]

= Példak:
= X=Y esetén D?(X+Y)= D?(2X)=4 D*(X)
= X=-Y esetén D*(X+Y)= D?*(0)=0

azaz nem csak X és Y egydimenzids eloszlasatol, hanem
az egyiittes viselkedésiiktdl, azaz az egyiittes
eloszlasuktol is fligg az dsszegiik szorasnégyzete.
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i A fiiggetlen val. valtozok esete i Kovariancia

s Allit3s. ha X,Y fiiggetlenek és véges = Definici6. Az X és Y kovariancidja:

. LAy cov(X,Y):=E[(X-E(X))(Y-E(Y))]
varhato ertekuek, akkor « Kiszamitasa: cov(X,Y)= E[XY-XE(Y)-

E(XY)=E(X)E(Y). YE(X)+E(X)E(Y)]=E(XY)-EC)E(Y)
. 5/'20/7}//,1'&"5. . ?.Z elt'itzl('iekkértelmében cov(X,Y)=0, ha X ésY
E(XY) =Y X,y P(X =%.,Y = V,,) uggetienek. . .
¢ kIm ko m = Megj.: Abbdl, hogy cov(X,Y)=0 nem kdvetkezik, hogy
. .. mo, . ;o ., fliggetlenek: legyen X szimmetrikus a 0=ra (pl.
ami a fliggetlenség miatt igy irhato: P(X=1)=P(X=-1)=P(X=0)=1/3) és Y=X2. Ekkor
cov(X,Y)=E(C)-E(X)E(X?)=0-0, hiszen E(X*)=E(X)=0.
=2 X%P(X =x)D Y.P(Y = y,) = EQX)E(Y). = A kovariancia szimmetrikus: cov(X,Y)= cov(Y,X)
k m

= cov(X,X)= D*(X)

Osszeg szOrasnégyzete 2 i Korrelacios egyltthato
s D?(X+Y)=D*(X)+D*(Y)+2cov(X,Y) = A kovariancia skalafiiggd: cov(aX, Y)=abcov(X,Y)
= Specidlisan: D(X+Y)=D3(X)+DX(Y), ha X és Y = A valtozok kozotti linearis kapcsolat er8sségét mérd
fiiggetlenek (elég, hogy cov(X,Y)=0) mennyiseg a /(orre/aaaseg}\/lt(/;thit)o:
I 7 . CO
P ; RIX.Y) = )
= N tagl dsszegre: (X,Y) D)D)
D*(X,+...+X,) = 2 D*(X)) +2 D cov(X;, X)) = Tulajdonsagai:
= Isi<jsn = R(X,Y)=0, ha X és Y fiiggetlenek (ez sem
DX+ XoF ... + = N2 fordithatd meg)
- gg(e)((: ) _P ()ilDz();Z) ha aXtra]l)gokng)r(cl))n-'l;ént = Ez alapjan definici6 szerint legyen R(X,Y)=0, ha X
ngg(zatIeHék n/s vagy Y elfajult eloszlasu.

= R(X,aX+b)=1, ha a>0, mert cov(X,aX+b)=an*(x).

i A korrelacio tulajdonsagai i Példak

* IRXDI=LEs |RJ=1 akkor es csak akkor, ha X=aY+b 1 = A polinomidlis eloszlas koordinatai kozotti

] \éﬂﬁ;zz:nuseggel 2;0,;6;)- - korrelacio: n=1-re. (Allitds: ez ugyanaz
o= X=E(X) y. _Y-E(Y) minden n-re.)

D(X) ' D(Y) E(X,)=p;, E(X,)= _
RTINS, v = E(X1)=p1, E(X2)=pa, E(X;X3)=0,
RO =By oo EFX=EC=0, B0 =1 = DAX)= Py(1-Py), DXX)= p(1-p;). EbbS
0<E (X*Y*P=E(X*2) £2E(XXY*)+ E(Y*) =2+ 2E(X*Y¥), tehat
b Re akkor és csak akkor, ha O=E (¢--Y#)? R(X, X,) = EC X ZEOGE(XG) R
: R= ; = - , 11/7\2) = =
R aibainistone, Bhorxoavit a0, " 2 D(X,)D(X) VP p)p,(L-p,)

R=-1 akkor és csak akkor, ha 0=E (X*+Y*)?, azaz L ,
X*=-Y* 1 valésziniiséggel. Ekkor X=aY+b, a<0. = Spec.: p:=p;=p,, esetén R=- p/(1-p).



E(X|F=0)="= =10

aE(X?) = E(XY)—bE(X)

a E(XY)-E(X)E(Y)

Y kozelitése X fliggvényével

= Gyakorieset, hogy nem ismerjlik a szamunkra érdekes
mennyiség (Y) pontos értékét (pl. holnapi részvény-
arfolyam, vizallas, id6jaras). Van viszont informacionk
hozza kapcsolédé mennyiségrol (X, mai értékek).

= Feladat: olyan f, megtalalasa, amelyre fy(X) a lehetd
legjobb kozelitése Y-nak. ) ,

= Matematikailag: f, a megoldasa a min E(Y - (X))

szélséérték-problémanak (legkisebb négyzetes becslés).

= Ha az egyiittes eloszlas ismert (nem teljesen redlis, de a
megdfigyelések alapjan kozelithetG), akkor megoldhaté a
feladat.

Példa

= Annyi érmével dobtunk Ujra, amennyi fejet kaptunk 2
érmével dobva. Csak azt tudjuk, hogy hany fejet
kaptunk a masodik dobasnal. Kozelitsiik ennek
segitségével az els6 dobas eredményét.

u Példéul F=0 esetre: ,
YIP(X =i,F=0) > IiP(F=0|X =i)P(X =i)

P(F=0) STP(F =0] X =i)P(X i)

« Az eredmények: E(X|F=2)=2, E(X|F=1)=4/3,
E(X|F=0)=2/3.

%E[Y—(ax +b)J? = 2b+2aE(X) - 2E(Y) =0

b=E(Y)-aE(X)
aE(X?) = E(XY)—(E(Y)—aE(X))E(X)

(XY) —E(X)E(Y)

E
b=E(Y)- E(X7)_E(X) E(X)

E(X?)-E*(X)

%E[Y _(@X +b)J = 2aE(X?) + 2bE(X) = 2E(XY) =0

A varhatd érték
optimumtulajdonsaga
Allités. A minE(Y —a)? feladat megoldasa a=E(Y).

Bizonyitds. E(Y-a)’= E(Y?)-2aE(Y)+a’

a szerint derivalva adodik, hogy valéban E(Y) a
minimumhely.

A minimum értéke D*(Y).

Ugyanigy: X tetszGleges értéke esetén E(Y|X=x) adja a
minimumot.

Optimum a linearis
fliggvények korében
n;ibn E[Y —(aX +b)T?
= Egyszer(ibben megoldhatd

= Nem kell az egyiittes eloszlas

= A megoldas derivalassal:
ELY —(aX +b)]? = E(Y?) +a2E(X 2) +2abE(X) +
+b? —2aE(XY) - 2bE(Y)

z aX+b egyenes tulajdonsagai

= Ez a legkisebb négyzetes eltérést add a linearis
fliggvények kozott (a fenti megoldas valdban
minimum)

= Elnevezés: regresszios egyenes

= Atmegy az (E(X),E(Y)) ponton

= Példa: Kockaval dobunk, majd ha k az eredmény, az
1,...,kcédulak kozil huzunk egyet. Nem tudjuk a
huzas eredményét, csak a kockadobasét. Hogyan
tineUUnk a huzott szamra (a legkisebb negyzetes
eltérést add becslest keressiik)? E(h|K=k)=(k+1)/2
az univerzalisan legjobb kézelités, tehat a legjobb
linearis kozelités is.



