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i Binomialis eloszlas alkalmazasa

= Visszatevéses mintavétel mas realizacidja:
fliggetlen kisérletek azonos korilmények
kozott. AA)=p esemény, végezziink n
(régzitett szamu) fliggetlen kisérletet.

= X: az A bekovetkezésének gyakorisaga
(pontosan hanyszor jott ki az A). X eloszlasa
binomialis (n,p).

s X=X;+ X>... + X,ahol X; az Fedik kisérletnél
az A esemény indikatora. Ezek az indikatorok
fliggetlenek is!

i Geometriai (Pascal) eloszlas

= Fliggetlen kisérletek azonos koriilmények
kozott. P (A)=pesemény, addig végziink
kisérletet, mig A be nem kovetkezik.

= X: az elsO sikeres kisérlet sorszama.

Pe=PX=K)=p(1-p)F! (k=1,2,...)

Valdban valdszinliségeloszlas (p+p-+...=1)

geometriai eloszlas

i Poisson eloszlas

et
P(X=k)= K (k=0,1,2,..; A>0
paraméter). Valdban eloszlas. Grafikusan
Allitds. Ha a binomilis eloszlas paramétereire
n— o Ugy, hogy np— A,
akkor a hatarérték éppen a A paraméter(
Poisson eloszlas.
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i Alkalmazasok

= ElsG példa: 16rugas aldozatainak szama a
porosz hadseregben.

= Poisson folyamat: idGben lejatszodo
folyamatnal adott [a, ) intervallumba es6
események szama (X ,) éppen A(b-a)
paraméter(i Poisson eloszlasu, ha a folyamat
= homogén: X; .. eloszlasacsak £t fiigg;

= utdhatas nélkiili: X, és X, fliggetlenek ha a<b<c;

= nemelfajulé: 0<P (X,,=0)<1.

i Bizonyitas-vazlat

= Legyen p, :=P(X,;:=0). A nhomogenités ésa
fiiggetlenség miatt plj Pun illetve
pi=p, =€
= Annak a valdszinlisége, hogy egy thosszliisagu
intervallumon pontosan & esemény kovetkezik be
kiizell'thet('i{l (1 Ainykg-ain
k

kifejezéssel, ami az el6z6ek és
n(l—e™") - it

miatt éppen a A(b-a) paraméter(i Poisson eloszlasnal a
R X=K) valdszinliség.
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i Gyakorlati alkalmazasok

= Balesetek szama
= Viharok szama
= Rendszer meghibasodasainak szama

Tulajdonsag: ha kétféle esemény
kovetkezhet be a folyamat soran, akkor
kilon-kilén az egyes események szama
is Poisson folyamatot alkot.

Dsszefoglalas (diszkrét eloszlasok)

= Binomialis eloszlas
= ROgzitett szamu kisérletnél adott esemény gyakorisaga
(pl. 10 kockadobasbol a hatosok szama)
= Nagy mintaelemszamra, kicsi valdszinliségnél a
Poisson eloszlassal kozelithetd
= Pascal eloszlés
= Addig kisérleteziink, mig egy adott esemény be nem
kovetkezik, az els8 sikeres sorszama (pl. az els6 hatost
hanyadik kockadobasnal kapjuk meg)
= Hipergeometriai eloszlas
= Visszatevés neIkuI| mintavételnél adott tipusu
mintaelemek szama (pl. lottdhzasnal az 5 talalat
valoszinlsége)

Diszkrét valdszinliségi valtozok
varhatd értéke

= Szerencsejatékban a pontos nyeremény nem lathato
eldre. De: az atlagos nyereményrdl szeretnénk tudni.
(KedvezG6-e a jaték? Fair jaték: az ar éppen a varhato
érték.)

= Példa: Dobdkocka: annyi a nyereményiink, amennyit
dobunk. Ennek &tlagos értéke
1/6(142+...46)=21/6=3.5

= De ha nem szabalyos a kocka, példaul az egyes
helyett is 6 van, akkor az atlagos nyeremény
1/6(2+...+5)+6/3=13/3.

= Definicio. A p,=P(X=x) eloszlassal megadott
valdszinliségi valtozo vdrhato érteke E(X):= pux+
PoX> +..., ha a sor abszolut konvergens.

Peldak

= Az elfajult eloszlas varhatd értéke:

AX)=cAX=0)=c

= A pvaloszmusegu A esemeny indikatoranak varhatd
erteke AX)=1RX=1)=p

. Xy, X,...X, szamokon egyenletes eloszlas
(mlndegylk valészinlisége 1/n) varhato értéke a
szamok szamtani kdzepe.

= Az (n,p) paraméter(i binomialis eloszlas varhat6
érteke:

E(X)= Zk[] @-py* = an[k ﬂp“(l p) ™ =np

= Amerikaj rulett. Ha k szamra tesztink, a
geremenyunk 36/K. A varhatd nettd’ nyeremény
(36/k)- (k/38)-1= - 2/38.

i Példak 2.

A hipergeometriai eloszlas varhato értéke
[M](N M] [M —lJ[N —1-(M —1)]
k n k-1 \n-1-(k-1
E(X)= Zk X =Zn% anl( ) :n%
o) o)
A Poisson eloszlas varhato értéke

K e e’ k-1 e _
E(X)= Zk/l =y (k 0= 2,1 o

k=1 k=1

i Tulajdonsagok

= Nem minden valdszin(iségi valtozénak van véges
varhato értéke:
P(X=20=(1/2)¢ k=1,2,...
esetén E(X)=1+1+1+...=c0.

= Azaz annak a jatéknak az ,ara”, ahol 2« Ft-ot kapunk,
ha szabalyos érmével k-adikra dobunk el6szor fejet:
végtelen. Ez a Szt.Pétervari paradoxon; gyakorlatban
persze nem realis igy ez a jaték, hiszen nincs aza
bank, amely korlatlan pénzt tudna fizetni.

= Ha E(X) véges, akkor az abszolut konvergencia miatt
egyértelm(is.
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i Tulajdonsagok 2.

= Ha X20 és A X) véges, akkor A X)>0.
= Ha A X) véges, akkor HaX+b)=aHX)+b
(a varhatd érték
linearis).
= Ha X nemnegativ :/
egész értéki, akkor .
E(X) =P(X=21)+ X0 iyeq
P(X22)+... L

| X=2 X=3

| Xo=1
— X>=2

Alkalmazas: a Pascal eloszlas
varhato értéke

= POK)=(1-p)**, igy

= EX)=1+(1-p)+(1-p)%+...=1/p.

= Természetes eredmény: atlagosan a
hatodik dobasra kapjuk az els6 hatost.

= Tulajdonsdg: a Pascal eloszlas 6rokifju
P(X >k+1]X >1)=P(X >k)

(k/ tetszbleges természetes szamok).

Fliggvény varhato értéke

= Legyeng: R— R fliggvény, X diszkrét valdszinliségi
valtozo, p,=P(X=x) . Ekkor g(X) is valdszin(iségi
valtozo, a varhato értéke E(g(X)) az eredeti X valtozd
eloszlasabdl is kiszamolhato:
E(g (X)) =p,9(x)+ p29(x2)+
Bizonyitds. A definici6 szerint |
E(g X)= g: v+ g2 y-+... ahol |
g=P(@ X)=y. yi=9(x)
valamely j-re, igy az X valtozo-
hoz tartozo teljes eseményrend
szer elemei szerint 6sszegez-
hettink és igy éppen a bizonyitando allitast kapjuk.

i Példak

= Ha g(X)=c, akkor E(g (X)) =p;9(x,)+
+P29(x)+...=c(prt p2+..)=C.

= A kockadobds négyzetének varhatd értéke:
(1+4+9+...+36)/6=91/6.

= Legyen X binomidlis eloszlasu. E(1/(X+1))=

N 1 n k n-k 1 (N +1 k+1 n+1-(k+1)
=S 1— = 1—
Z,;k-d[k)p @=p) (n+1)pkzzo“[k+l pra-p

1 il
Zm(l—(l— p)"™)

i Valdszinlségi vektorvaltozok

= Gyakran nem csak egy mennyiséget
vizsgalunk a kisérletiink/megfigyelésiink
soran.

= Példa: hGmérséklet, csapadék, szélerd stb.

= X: QR " fliggvény valdszinliségi
vektorvaltozo, ha  {w: X(w)eB}eAa minden
B n-dimenziés Borel halmazra.

s X =(X,...X,) pontosan akkor val6szin(iségi
vektorvaltozo, ha a koordinatai valdszinliségi
valtozok.

i Vektorvaltozok eloszlasa

= Legyen Btetszbleges n-dimenzids Borel
halmaz.
Qy(B):=P{w: X(w)eB} valdszinliséget ad
meg R " Borel halmazain. Ez az X eloszldsa.

= Specialis eset: ha diszkrét, akkor a
;=P (X=x) valoszin(iségek meg is
hatarozzak X eloszlasat.

= A kétdimenzios esetben a diszkrét
valdszinliségi valtozo eloszlasa
legegyszer(ibben tablazattal adhaté meg:




Példa: kétszer hlizunk visszatevéssel
i egy francia kartyacsomagbal

kér\ asz 0 1 2

0 (36/52)2 2:3+36/(52)2 (3/52)2
1 2:12:36/(52)2| 2-(12-3+1°36) /(52)2 | 2'3/(52)>
2 (12/52)2 2:12/(52)2 (1/52)2

nemisz:48 __————__ nemkrag

18bbi lap (36 db)

Vi asz - _Vnsznk {4 db) -

A peremeloszlasok

= (X,Y) eloszlasabdl (elnevezés: egyiittes eloszlds)
kovetkeztethetiink az egyes valtozok eloszlasara:

P(X=1)=P(X=1,Y=0)+P(X=1,Y=1)+P(X=1,Y=2)

= Az egyes koordinadtak
(alacsonyabb dimenzios —
vektorok) eloszlasa: AT ™=
peremeloszids. X=1¥=2

= Az egylittes eloszlas I \
tehat meghatarozza _, | |
a peremeloszlast (a Iy /
megforditas természe- '
tesen nem igaz) .

Kapcsolat az egyiittes- és a
peremeloszlas kozott

= A peremelosz-

lasok viszont
nem hatarozzak

meg az egylttest:
(tetsz. |a|<1/4-re

o vsa o usa

P(X=1)=P(X=-1)=1/2
P(Y=1)=P(Y=-1)=1/2)
= Kivétel: ha a
komponensek

T4 o usa o yam

fliggetlenek




