Valdszinlségszamitas el6adas

informatika BSC/A szakosoknak és iMegszémIéIhaté valdszinlségi mez6
matematika BSC-seknek Q={wy, Wy, ..}, A= 2(Q).
* Jelolés: p;=P (w;), valdszinliségeloszias:
p;>0, az 6sszegiik 1.

|
A o-additivitas miatt tetszéleges A eseményre
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Geometriai valdszin(iségi mez6 i Példa: Buffon t(i-kisérlete

= Q=V (az n-dimenzids Euklideszi tér véges = Egymastol egységnyi tavolsagra levd, p,érhuzamos
térfogaty tartomanya) vonalak kozé ejtink le ugyancsak egységnyi
= 1 a tengelyekkel parhuzamos oldall téglkat: hosszusagu tdt. Mi a valoszinlisége, hogy a tu
n metsz egy egyenest?
T= ?(l[ai'bi) » Tii-kisérlet
o

= Modell: A t(i k6zéppontja és az egyenesekkel
bezart szdge egy pont a V=[0,1]X[0,x]
tartomanynak. Feltessziik, hogy a valdszinliség a
geometriai médon szamolhatd, azaz egy adott

tartalmazd legsziikebb o-algebra (elnevezés:
Borel-halmazok, tartalmazza pl. az 6sszes
nyilt halmazt).

= Ac A,Ac V esetén P(A):=\(A)/ V), ahol A tartomanyba a tartomany teriiletével aranyos
az n-dimenzios terfogat. valészin(iséggel esik.
A valoszinliség folytonossaga i Események uniéjanak valdszinlisége
Allitds. Ha A ea (i=1,2,...) és Ao As o... P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
= . . Példa: Magyar kartyacsomagbdl
akkor az A:ﬂA Jelolessel lim, .. P(A,)=P(A kétszer hlj%nk vi;tyszatevéssgel. Mia ‘ CD

i=1

Bizonyités. A =AU(A\A)U(A\A)U....

valoszinlisége, hogy hizunk pirosat?

A: els6 piros, B: masodik piros

diszjunkt felbontas, tehat a AA=RB)=1/4, RA~B)=1/16
P(A\A)+P(A\A)+... Tehat AAUB)=7/16
sor konvergens. A fenti felbontast A,re P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)- Y
alkalmazva: \ \&/

P(A)=P(A)+P(A\A )+P(A\A,)+... -P(AnB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
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i Szita (Poincaré) formula

Képlet az altalanos esetre:
P(AVAU.UA)=D (DTS
ahol .
SPV=" D P(A,MA, N..NA)

Iji<jp<.<jisn

az /tényez0s metszetek
valoszin(iségeinek 0sszege.

i Alkalmazasok

= Ha az egyes események és metszeteik is egyforman
valdszinlek, akkor
n . n
P(AUA U..UA) = Z(—l)'“[i }P(A AAALORA)
, i=1
= Atfogalmazas metszetekre:

P(ANAN..NA)=

=1-P(AUAU..UA)=D (-1)'s["
(Megallapodas: S,=1.) =
= Példa: Mi a valdszin(isége, hogy adott (k) szamu
kockadobasbdl minden szamot legalabb egyszer
megkaptunk?

Megoldas

= A;: az /szamot nem dobtuk
P(ANAN.NA)=

6 . 6 ; 6 i k
Z(‘l)'[fjp(’* NAN.NA)= ZO(—l)'(i j[%]

i Bonferroni egyenlbtlenség

= A megkdzelités mindig ilyen (a
valtakozé el6jelli tagok dsszege
kozrefogja a pontos értéket), azaz
tetszlleges I-re:

21-1

> SO <PAEAR .. AR) <D (1S

i=0

i Jordan formula

= Annak a B,eseménynek a valdszinliségét keressiik,
hogy pontosan k& db esemény kovetkezik be.

X K+i
Pox =P(B) = Z(—l)l(i jsm
i=0
= Spec.: k=0-ra éppen a komplementerek
metszetére vonatkozd képletet kapjuk vissza.

= Erdekes kérdés: hanyadik kisérletnél lesz meg az
adott szamu esemény. A valdszin(iség kiszamitasa:

Pnk~ Pn-1k

= Szimulacio (szelvénygydijtés)

i Feltételes valoszinliség 1.

= Az A esemény valdszin(iségét keressiik.
= Tudjuk, hogy B esemény bekovetkezett.

= A relativ gyakorisagokkal: csak azokat a
kisérleteket nézziik, amelyekben B
bekdvetkezett. Ezen részsorozatban az
A relativ gyakorisaga:

sl s
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Feltételes valdszinlség 2.

= Megfelel6je a valdszinliségekre:
p(A|B) = PANE)

az A esemény B-re vonatkozo feltételes valdszin(isége
(feltétel: AB)>0).

= Példa: kockadobas. A={paros szamot dobunk}

B={3-nal nagyobbat dobtunk}
AA B)=2/3.

= Monty Hall jaték: melyik ajtot valasszuk? (Kettd
mogott kecske, a harmadik mog6tt auté van.)

= Ugyanez szimulaciéval: Monty Hall szimulacio

i Teljes eseményrendszer

= Definicio. Események 4, 4 , ...,
sorozata teljes eseményrendszer, ha
egymast paronként kizarjak és
egyesitésiik Q.

= Tulajdonsag: P(A)+P(A)+..=1

= Legtobbszor véges sok elembdl alld
teljes eseményrendszereket vizsgalunk.

i Teljes valdszinliség tétele.

= Legyen B, B, , ..., pozitiv valdszin(iség(
eseményekbdl allo teljes eseményrendszer, A
Atetszbleges. Ekkor
P(A)=P(A|B)P(B))+P(A| B,)P(B,) +...
» Bizonyitds. A=(ANB))U(ANB,)uU...
diszjunkt tagokra bontas, tehat
P(A)=P(AnB)+P(ANB,)+...
és P(ANB,)=P(AIB,)P(B,) adja a tételt.

i Példak

= Osszetett modellek (pl. nemtdl fiiggd
valészinliségek): a szinvaksag valdszinlisége
a férfiaknal 0.05, a n6knél 0.0025 (Tegyiik
fel, hogy ugyanannyi a férfi, mint a né.) Mi a
valdszinlisége, hogy egy taldlomra valaszott
ember szinvak?

= A teljes eseményrendszer: {férfi} {nG}.

p=0.05/2+0.0025/2=0.02625

i Bayes tétele

Legyen By, B, , ..., pozitiv valdsziniség(i
esemeényekbdl allo teljes eseményrendszer,

A e Apozitiv valoszinliségl. Ekkor
> P(AIB)P(B)
(Visszakovetkeztetés az els6 Iépés
eredményére.)
Bizonyitas. A nevezd éppen P (A) a teljes
valoszinliség tétele miatt.
A szamlalé pedig P (AnBy), definicid szerint.

i Példa

Betegség valszindsége

Ha egy, az egészségesekre 5%
eséllyel téves diagnozist add
sz(irovizsgalatnal betegnek
tlnlnk, akkor a betegség
tényleges valdszinlisége (p a
betegség vszge, {B=beteg,
E=egészséges} a teljes i
eseményrendszer): °

P(BIpoz)=P(poz|B)P(B)/(P(poz|B)P(B)+
P(poz|E)P(E))=p/(p+0.05(1-p))

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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i Események fliggetlensége

= Ha a Besemény bekovetkezése nem
befolyasolja az A valészinliségét, azaz
AA|B)=P(A), akkor azt mondjuk, hogy
az A és Bfiggetlenek. Ez igy nem
idedlis definicié (nem szimmetrikus,
P (B)>0 kell hozza), ezért

= Definicio. Az A és B események
fiiggetienek, ha KA~B)=RA)AB).

i Példak
= Hlzunk egy lapot egy magyarkartya-
csomagbdl. A: piros B: asz.
P(A)=1/4, P(B)=1/8, P(AnB)=1/32,
tehat fliggetlenek.

= A fliggetlenség nagyon ritka azonos
kisérletb6l meghatarozott eseményeknél!

= Tipikus eset fiiggetlenségre: A az els6, B a
masodik kisérlet eredménye.

i Tulajdonsagok

= Ha Aés Bdiszjunktak, akkor csak trividlis

(P(A)=0 vagy P (B)=0) esetben fiiggetlenek.

= Ha A és Bfiliggetlenek, akkor
komplementereik is fliggetlenek.

= Onmaguktdl csak a trividlis események
fliggetlenek.

= A c Besetén csak akkor fliggetlenek, ha
legalabb az egyik trivialis.

Fliggetlen kisérletek

s Ae(Qy, A1,P,)az egyik kisérlethez kapcsolddik,
s Be(Q,, A,,P)pedig a masik kisérlethez kapcsolodik.

= Fliggetlenségiik értelmezéséhez kell a valdszinliségi
mez0k szorzata:

(QyxQ,, Ay x A5, P, x P,) ami szintén valdszinliségi mez6.
A x A,elemeiaz A x Balaki események (A4 e 4,
megfelelGje az A x Q,,igy mar értelmezhetd
AnB=Ax B).

Pix Py (Ax B)= P, (A)P; (B), ami éppena
fliggetlenséget jelenti.

Véges esetben |Q,|=n, |Q,|=m mellett |Q;xQ,|=nm,
amit mar sokszor hagznaltnk ig

i Altaldnositas

= Két eseményrendszer fiiggetlen, ha az
elso tetszdleges eleme fliggetlen a
masodik tetszOleges elemétol.

= nesemény fliggetlen, ha
P(A, NA, N...A)=P(A)P(A)..P(A)
teljeslil tetszlleges 1 </< 75 <...< / ,&n

indexsorozatra és minden 2<k <n
szamra.

i Megjegyzések

= Nem elég a fenti szorzat-tulajdonsagot k=2-re
megkovetelni. Ha csak ez teljestil: paronkénti
fliggetlenségrol beszéliink.

= A szorzat-el6allitas segitségével n fliggetlen
kisérlethez tartoz6 valdszinliségi mez6 is
értelmezhetd. Ha A;az Fedik kisérlethez
tartozik, akkor A, A4,,..., A, fliggetlen. (A
gyakorlatban ez a tipikus, fontos el6fordulasa
ennek a fliggetlenségnek.)




