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i Véletlen bolyongas

= S,= X;+X;+...+X, a bolyongast végz6 ,részecske” helyzete
n lépés utan. A lépések egymastal fliggetlenek.
¥+1 p valészintiséggel

" -1 1-p valészintiséggel

= Tipikusan p=1/2 (szimmetrikus bolyongas)

= Példa: X; az i-dik érmedobasnal a nyereményiink (1 Ft-ot
nyeriink, ha fej, 1Ft-ot vesztlink, ha iras), S, pedig az
Ossznyereményiink n jaték utan.

Szimmetrikus véletlen bolyongas:
elemi valdszinliségek, visszatérés az
origoba
= Legyen u,=P(S,=0). Megallapodas szerint Sy=0, igy
Up=1.
Uy :[2:]2% k=12,.

= Tul.: A bolyongas 1 valdszinlséggel visszatér.

= f, annak a valdszinlisége, hogy el6szor a 2k idGpontban
tér vissza az origdba (k>0).

f,n Nnagysagrendje: cn3/2, ami miatt az origdba valé elsé
visszatérés idépontjanak nem véges a varhato értéke.

= szimulacié

Utolsd visszatérés

= A bolyongast 2n-ig vizsgalva, annak valdszinlisége,
hogy a reszecske a 2k-dik id0pontban tér vissza
utoljara az origéba:

2k \(2n -2k
k A n-k 1
UpUgn ok = o ~ ﬁ\/k(n )

ha k és n is nagy. Ennek a fliggvénynek az n/2-ben
minimuma van és szimmetrikus is n/2-re.

A tonkremenés valoszinlisége

= Ermével jatszunk.
Nekiink a Ft-unk, ellenfeliinknek b Ft-ja
van.
Ha fej jon ki, nyeriink 1Ft-ot, ha iras,
akkor vesztunk ugyanennyit.
Mi a valészinlisége, hogy mi nyerjiik el
az ellenfellink 6sszes penzét?

= Legyen P, a keresett valosziniiség, ha t 3 ap=1/2
Ft-unk van. a+b’
= Rekurzid: P, =p Pyy; +(1-p) Py - B 1_[1JJ3
Megoldas: "=~ p fap#1/2
=P

Tobbdimenzids véletlen bolyongas

= Kétdimenzidban:
= Lehetséges Iépések a tengelyek irdnyaban:
Ya-Ya valdszinliséggel.
= Itt is 1 valdszinliségli a visszatérés.
= Harom dimenzidban:
= Lehetséges |épések a tengelyek iranyaban:
1/6-1/6 valdszinliséggel.
= Itt mar 1-nél kisebb valdszinliségli a
visszatérés (Pdlya tétele).
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i Markov lancok

= Legyen X=(X;, X5,..., X, ): Q> In diszkrét
valoszinlségi vektorvaltozo.

= Eddig a fliggetlen esetet vizsgaltuk. Most eltekintiink
ettol.

= QK):=P{w: X(w)= &} az X eloszldsa I elemein.
Realis, de a fliggetlenségnél gyengébb feltételt
keresunk.

= Tegylk fel, hogy P(X,, = &) valdszinliségeket
megadasahoz elegendd az X ,,.; értéketismerni. Azaz
P(X,, = k| X;= k;minden 1<i < m-1-re)=
P(X,» = k| X1 = kin-;) (Markov tulajdonsag). Azaz a
Markov lanc kovetkezo értékének eloszlasat
meghatarozza alanc jelenlegi allapota.

Példak

= Haaz X=Xy, X5,..., X, ): Q—In diszkrét
valdszinlségi vektorvaltozd koordinatai fliggetlenek,
akkor a sorozat Markov lanc.

= Ha X,=X,.,+Y,ahol Y, és X, fliggetlen, akkor X,
Markov lanc.

= Tovabbi egyszerUsités: tegytik fel, hogy a
P(X,» = kil X s = Ki.;) atmenetvaldszinliségek nem
fliggnek m-tol (homogéen Markov lanc). Jel6lés:
Pi=P(Xp = J| Xpn-s = ) dtmenetvaldszinliség-matrix.

= A hémérséklet napi értéke feltehetéen nem homogén
Markov lanc, mert ha ma 10 fok volt, akkor ha nyar
van, akkor holnap inkabb melegebb lesz, mig télen
inkabb hidegebb.

Tobblépéses
atmenetvaldszinliségek

P(X;, = ]| Xp.2 = /) kiszamitasa:
P(Xp =1 X o =)= 2 P(Xp = J Xy =K)P(X g =K | X, =1)
kel

(elnevezés: Chapman-Kolmogorov egyenlet).
azaz a P@ kétlépéses atmenetvalészinliség-matrixra P
= P2 (matrix-hatvany). Ugyanigy a -lépésesre P& = Pk,

Példa: a szimmetrikus bolyongdsnal p;.,= p;:; =1/2, a
tobbi j-re p,=0. EbbdI a kétlépéses dtmenetvalészi-
niiségek: p;.= p;:> =1/4, p; =1/2, a tdbbi j-re p,=0

i Tulajdonsagok

= P minden elemére p;; >0.
2P = 2P =01 X, =k) =1

= A fenjaI tulajdégr;ségok Pk-ra is igazak.

= Az Fbdl a jelérhetd (i—j), ha van olyan k, melyre
0 >0.

= Az Fés a jallapotok érintkezbek, ha i—j és j—i.

= Az allapotok (I elemei) osztalyozhatdak aszerint,
hogy érintkezéek-e.

i Példak

= A szimmetrikus bolyongdasnal barmely két
allapot érintkez6.

= Az elnyeld falas bolyongasnal (addig jatszunk,
mig vagy a —a pontba vagy a b pontba nem
jutunk), a két végallapot csak 6Gnmagaval
érintkezik.

= A populaciés modelleknél (I a populacid
egyedszama) a 0 csak 6nmagaval érintkezik.

Md efiniciok
= A Markov lanc irreducibilis, ha csak egy osztalybdl all.
n A9 =P(X=i, Xz, Xip#,..., Xi#i| Xo=i) az i-be valo
els6 visszatérés valdszinlisége.
= P :=P(X,=i| X;=i) az i-be valo, k-lépésben tértén6
visszatérés valdszinlisége.
= Az jéllapot visszatérd, ha ; £ =1

= Az jéllapot periddusa @, ha a=Inko{k: p>0}.
= A visszatérGség és a periddus is osztalytulajdonsag.




Stacionér eloszlas

= Ha megadhato olyan n eloszlas az
allapottéren, melyre teljestil, hogy nP=n,
akkor ezt a Markov lanc stacionér
eloszlasanak nevezziik. Linearis
egyenletrendszer megoldasaként kaphatjuk
meg.

= Nem irreducibilis esetben nem egyértelm(i.

= Ha teljeslil, hogy tetszdleges X, kiinduld
eloszlas esetén az X, eloszlasa konvergal a
stacionér eloszlashoz, akkor azt mondjuk,
hogy a Markov-lanc ergodikus.

i Ergodikus lancok

= Tétel. Ha a Markov-lanc aperiodikus (d=1),
irreducibilis és van olyan n, hogy P"-nek van
csupa pozitiv elembdl all6 oszlopa, akkor a
Markov-lanc ergodikus.

= A konvergencia altalaban meglehetGsen
gyors, bar fligg a kiinduld eloszlastol.

= Ergodikus esetben a = funkcionaljai (pl. Er)
kozelithet6ek a t?pasztalati értékeivel:

f(z)=Y f(X)/n

Erdemes-e pénzt parna
alatt tartani?

Erdemes-e pénzt parna
i alatt tartani? (folytatas)

S =X Xo . X, =enC)++InlXy) — (emw'“;}']"[x"))n
= Pénziinket olyan részvénybe o no A nEen
fektetjik, amelynek értéke egy R NG+ 4G 5 cgr
év alatt 50%-0s eséIIyeII 1,9- oy n dad
szeresére no és ugyano yan ., o , Avagyonunk alakulasa
eséllyel a felére csokken. Bl o) j Tehat
= Varhato éves hozam: B = S0
0,5%0,9+0,5%(-0,5)=0,2=20% n
= Az évek soran pénziink varhato s o B
értéke végtelenhez tart. Egy pelda-futas. .
1000 szimulacio
eredménye i A pénz fele parna alatt
= Kiindulo toke: 1000 Ft Sy = Xy Xy o Xy O T8 (eln(X|)+»n+lu(Xn))n
n Min. 1. Kv. Medidgn  Atlag 3. Kv. Max.

0.000e+00 1.000e+00 4.000e+01 2.84e+07 8.44e+03 2.015e+10

= Az esetek t6bb, mint 66%-aban kevesebb
lesz a pénziink 1000 Ft-nal

= Az 4tlagos éves f

hozam 10%

In(Xq)++In(Xp)
n

—4.2%

= Tehat 5,7—)00
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i Eredmények

‘Avagyonunk alakuldsa 50% befektotésével = 1000 szimulacio alapjén:

= Min. 1.kvartilis Median
0 6327 45720

« Atlag 3.kvartilis Max.

4692000 638700 4,66*108
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. Buszparadoxon

= Az autdbuszok
atlagosan 10
percenként kovetik
egymast. Egy
buszmegalldba
érkezve varhatdan
hany percet kell
varnunk a buszra?

= 5 percet, 10 percet,
végtelen sokat?

Pontosan 10 percenként
jonnek a buszok

Varakozasi idé
_ — = A varakozasi id6
egyenletes
eloszlas a [0;10]
intervallumon,
tehat az atlagos
varakozasi id6 5
perc
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Atlagosan 10 percenként
jonnek a buszok

arakozasi ido
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|

— = Ha a kovetési id6koz
i egyenletes eloszlasy a
7 [0;20] perc
g . intervallumon:
§ = Az tlagos varakozasi
s id6 eloszlasa
haromszog-eloszlas,
o] varhatd értéke 20/3
‘ ‘ ‘ ‘ »perc

Egyenletes elo,

Atlagosan 10 percenként
jénnek a buszok

Varakozasi idé
= Ha a kdvetési id6koz
exponencialis
eloszlasu 10 perc
varhaté értékkel:

= Az exponencidlis
eloszlas 6rokifju,
tehat az atlagos
varakozasi id6 10
2 perc
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Exponencidis elo.

TYaROTSas

Atlagosan 10 percenként

i jonnek a buszok

a Ha a kovetési id6 lognormalis,
10 perc varhato értékkel, a
szimulalt atlagos varakozasi
id6 145 perc

+ De akar végtelen is lehet!

» Altalanos képlet:

1 52
m= Ed(] + ﬁ
» Itt m az atlagos varakozasi
idénk, d az atlagos kovetési
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Lognormiis elo.




