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i Generatorfiiggvény

= Legyen X nemnegativ egész értékii valdszinliségi
valtozd. A generatorfliggvénye
9x(2): =E(z¥)=P(X=0)+zP(X=1)+22P(X=2)+...
= Tulajdonsagai:
= Véges, ha |z|]<1
= Meghatarozzaaz X eloszlasat:
= P(X=0)= gx(0)
= P(X=1)= gx(0)
« P(X=2)= g¥'(0)/2 stb.
= Ha X és Y fiiggetlenek, nemnegativ egész
értekliek: gy.v(z)= gx(z)gv(z), mert E(z*+Y)=
E(z¥z¥)= E(z¥) E(2") a fliggetlenség miatt.

i Példak

= Elfajult eloszlasra (P(X=k)=1): gx(z)= z~.
= Indikatorvaltozéra gy(z)= pz+1-p

= Binomialis eloszlasra gy(z)=(pz+1-p)"

= Poisson eloszlasra

) j{kefl .
E(z*)=)7" o =ee” =g
k=0 :

Karakterisztikus fliggvény

= Komplex értékii valoszinliségi valtozdk: Z=X+iY, ahol
X és'Y is valoszinliségi valtozok.
s E(Z):=E(X)+E(Y).
= X (valds) valdszin(iségi valtozo karakterisztikus
fliggvénye: ox(t): =E(e™)=E(costX)-+iE(sintX)
= Tulajdonsagai:
= ox(t) R~ Cfliggvény, mely minden X-re létezik.
= px(0)=1 minden X-re
= |ox(t)I<1 (mert |E(e™)| < E(|e™])=1
= Ha X és Y fliggetlenek, ox.y(t)= ox(t)oy(t), mert
E(etx+)= E(etet)= E(e™) E(e") a fliggetlenség
miatt.

Tovabbi tulajdonsagok

= Ha Y=aX+b, akkor gy(t)= ebtey(at)

« Bizonyitas: gy(t)= E(e(@+b))= ebt E(edXt)= ebtp,(at).

. Klszamltasa az abszolut folytonos esetre
P, () = j ™ f (x)dx = j cos(tx) f (X)dx+i j sin(tx) f (x)dx

= Példa. Ha X egyenletes eloszlasua [-1,1]
intervallumon, akkor

o, ()= je"*f(x)dx jcos(t")d —{s';‘x} :Sit—”t

« Altaldbanis: gy valds, ha X eloszlasa szimmetrikus a
0-ra.

A standard normalis eloszlas

karakterisztikus fliggvénye

= All: a standard normalis eloszlas karakter|szt|kus fliggvénye:
plt)=e ?

= Ehhez: eleget tesz a y'(t)=-t y(t) differencidlegyenletnek. (Ez

lényegében elég is: (log y(t))'=-t, amibdl log y(t)=-t2/2+c, de
log(y(0))=0 miatt c=0.)

© 1 X P ) 1 L
t)= |cos(tx) —=e 2dx; w'(t)= | —xsin(tx)——=e 2dx
p(t) j )= y'(0) j ()=

y'(t)=— \/;7 {sin(tx)e%} —% thos(tx)e%dx =—ty(t)

parcidlis integralassal.
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Tovabbi tulajdonsagok

= A karakterisztikus fiiggvény meghatarozza az
eloszlast (azaz kiilonb6z6 eloszlasokhoz kiilonboz6
karakterisztikus fliggvény tartozik).

Taylor sorfejtés: tegyiik fel, hogy E(X") véges
vaIaminen n>1 egész szamra. Ekkor t—0 mellett

o ) =141 E(X)+(It) E(X?)+. +('t) E(X")+0(t")

ahol o(t") Jelentese, hogy t"-nel osztva is 0-hoz tart,
ha t—0.

Bizonyitas otlete: a tétel feltétele esetén gy (t) n-szer
egyenletesen folytonosan derivalhato és

20 = [e™(¥)'  (x)dx

i Tovabbi tételek

Azaz @y®)(0)= i*E(X¥) és igy a szokdsos Taylor-
sorfejtésbél adddik a tétel.

= Ha o karakterisztikus fliggvény, akkor egyenletesen
folytonos.

= Folytonossagi tétel. Legyen ¢, karakterisztikus
fliggvények egy sorozata (jeldlje Q, a hozza tartozd
eloszlast). Ha ¢, pontonként konvergal egy ¢-hez,
mely a 0-ban folytonos, akkor ¢ is karakterisztikus
fliggvény, és a hozza tartozd eloszlas éppen a
eloszlasok Q gyenge hatarértéke.

Centralis hatareloszlas tétel

= Legyenek X;, Xz ,..., Xy ,... fliggetlen, azonos eloszlasu
valészinliségi valtozok. Tegyiik fel, hogy o2=D?(X) véges
(m:=E(X)). Tekintsik a standardizalt 6sszeguket:

X, +..+ X, —nm

Z, =
" Jno
Ekkor Z, gyengén konvergal a standard normdlis eloszlashoz,
azaz Xi+..+ X,
A R Sl LD —>d(2)
Jno

ahol @ a standard normalis eloszlas eloszlasfliggvénye.

i Bizonyitas vazlata

= A folytonossagi tétel miatt elegend6a Z, karakterisztikus
fliggvényére belatni, hogy ¢.(t)—>exp{-t2/2}.
= Ha y(t) jeldli az X,-mkarakterisztikus fliggvényét, akkor
Xi+Xo+...+Xy-nmkarakterisztikus figgvénye yn(t). Ebbdl
t
P, ()= "’(f\m)
= A maradéktagos Taylor formula miatt

E(X —m) i E(X —m)?
2!

w(t)=1+it 1

2
+o(t?) :1-"7& +o(t?)

i Bizonyitas befejezése

0,0)= (w( ()j { 2(0 (jz (U (jj [1—%+ o(l)j Le?

Megjegyzés. A tételt tulajdonképpen mar megfigyeltik
a szimulacioknal.

A nem azonos eloszlasu eset

= Ekkor — a nagy szamok torvényénél mar latott okok miatt —
erGsebb feltételek kellenek.

. AIegerszerubb eset: ha Xy, ; X ... fliggetlen,
egyenletesen korlatos valoszmusegl valfozok (ekkor 0‘2 D2(X;)
véges, m;:=E(X)), akkor a standardizalt Gsszeguk:

z, X+ X = (M ++m)

\/0'1 +oto,?

Ha 6,2+ o,2+ ... + 6,2—00 akkor Z, gyengén konvergdl a standard
normalis eloszlashoz, azaz

P(z,<2)>®(2)
ahol @ a standard normdlis eloszlas eloszlasfiiggvénye.




i Altaldnositasok

= Ha nem korlatosak a tagok, tovabbi
feltételekre (pl. magasabb
momentumok létezése, hasonlo
nagysagrendl 6sszeadanddk) van
sziikség.

= Gyenge, a Bernstein tételben latott
Osszefliggoség esetére is altalanosithato
a tétel.

i Konvergenciasebesség

= Ha Xy, X5,..., X, ,... fliggetlen, azonos eloszlasu

X +..+ X, B
P(T < zj D(z)

EIX, [

Su <C——
P Ny

(Berry-Esséen tétel). c=0,47 a legjobb ismert érték.

= Gyakorlatban nagyon fligg az eloszlas alakjatol.
Példaul az egyenletes eloszlasran=12 elég jo
kozelitést ad, de az exponencialis eloszlasnal n=50
sziikséges.

Centralis hatareloszlas-tétel: fiiggetlen,

azonos, egyenletes eloszlasok standardizalt
ibsszege (n=25,100,400,1600)
Itt és a kdvetkezd olda- .
lakon az adott n szamu
véletlen szamot general- :
tuk, standardizaltuk az '] J_r(
dsszegiiket, és ezt 10000- : ST
szor megismételtik minden
esetben. Ezek utan azt
vizsgaltuk, hogy a kapott
10000 véletlen szam mennyire |
van kozel a standard nor- i
malis eloszlashoz. -

megfigyelsek szima: megfigy

jelésok szama:
1600

L

Eloszlas illeszkedésének
i vizsgalata: Q-Q plot

Q-Q plot, normalis eloszlési mintra

A medfigyelt és az illesz-
tett (G) eloszlas kvantiliseinek _ |
kétdimenzids dbrazolasa.
Eloszlasfliggvény
g-kvantilise: az az érték,
amelynél q valdszinliség-
gel kapunk kisebbet: G-1(q)
Spec.: q=1/2: median

{(G*(%}xk‘”]:k:l,z,...,n} S

Eloszlas illeszkedésének
i vizsgalata: P-P plot

Probability Plot
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A medfigyelt és az illesz-
tett eloszlas kétdimenzids 2]

abrazolasa

k ™y ).y °
{[m,e(xk )).k_:l.z,...,n} |

Empirical

Centralis hatareloszlas-tétel: fliggetlen,

azonos, egyenletes eloszlasok
i standardizalt 6sszege (n=5,20,80,200)
Mar 5 megfigyelésre | - .
sem rossz az - )
illeszkedés W —




Centralis hatareloszlas-tétel: fliggetlen,

azonos, exponencialis eloszlasok
i standardizalt 6sszege (n=5,20,80,200)

aaplot

Itt nagyon lassu a

konvergencia gj/ /

Centrdlis hatareloszlas-tétel: fliggetlen, azonos,

Pareto (k=3) eloszlasok standardizalt 6sszege
i (n=80,1280,20000)

QQplot, itésvi QQplot,

zzzzzzzzzzzzzz

QQplot, normalitasvizsgalatra
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Itt nincs konvergencia

Centrdlis hatareloszlas-tétel: fliggetien, azonos,

Pareto (k=2) eloszlasok standardizalt 6sszege
i (n=80,1280,20000,100000)

Stabilis eloszlasok

= A normalis eloszlas kitlintetett szerepe azon alapult, hogy
teljesitette az un. stabilitast: ha X,Y fiiggetlen, F
eloszlasfliggvénylek, akkor tetszéleges a,b esetén megadhatdk
o B szémok, hogy aX+bY eloszlasfiggvénye F(oz+p). (Azaz
aX+bY ugyanabba az eloszlascsaladba tartozik, mint az
Gsszeadandok.)

= Beldthatd, hogy fliggetlen, azonos eloszlasu valtozok
Gsszegének normalas utani hatareloszlasa csak stabilis lehet.
Ugyanakkor minden ilyen stabilis eloszlas el is all
hatéreloszlasként.

= A centrdlis hatareloszlas tétel kévetkezménye, hogy nincs mas
véges szorasu stabilis eloszlas. Ugyanakkor nem véges szorasu
van: pl. a Cauchy eloszlds, melynek stir(iségfiiggvénye
f(x)=1/n(1+x2)

i Véletlen szam generalas

LCG: X . = (aX, +0) mod m]

(0<m,0<a<m,0<c<m,0<Xe< m)

Jol bevalt paramétervalasztisok:
1. Borland C/C** m=232, a=1664525,
c=1013904223

2. Delphi, Pascal m=232, a=134775813, c=1

Véletlen szam generalas inverz
modszerrel

Tétel: Legyen X val. valt., F eloszlasfliggvénnyel, amely

szigorian monoton néveked6 és folytonos. Ekkor
F(X) egyenletes eloszlasu [0,1]-en
Ha U ~ U(0,1) akkor F1(U) eloszlasfiiggvényeF .

Pl.: Ha X ~ exp(\) — F(x)=1-exp(- Ax)

— F1(x)= -In(1-x)/ A
—= -In(1-U)/ A ~ exp(A)

Kiterjesztése: dltalanositott inverz: F-1(x)= inf{x |

F(x)=y}




Exponencialis minta (A=5)

LCG-bdl rexp
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i Neumann modszer

Legyen f(x) tetszbleges s(riségfiiggvény,g(x) pedig
olyan s(r(iségfiiggvény, amelyre f(x) < Mg(x),
valamely M>1 esetén és g(x)-bdl kdnnyen
tudunk mintat venni (tipikus példa az
egyenletes eloszlas).

Algoritmus:

1. Vegylnk mintat: u=>0(0,1) -bdl, x=>g(x) -
bal

2. Ha u<f(x)/Mg(x), akkor x-et elfogadjuk

3. Kilénben elutasitjuk, és 1-be Iépiink.

i Normalis eloszlasu véletlen szam

Box-Miiller modszer

= Legyen U,V fliggetlen, E[0;1]
eloszlasu. Ekkor

v=2InU sin(22V),v—2InU cos(22V)

két fliggetlen standard normalis
eloszlasu valtozd lesz.

i Véletlen bolyongas

= S,= X;+Xo+...+X, a bolyongast végz6 ,részecske” helyzete
n Iépés utan. A Iépések egymastol fliggetlenek.
X — +1 pvaldsziniiséggel
"7 -1 1-p valésziniséggel
= Tipikusan p=1/2 (szimmetrikus bolyongas)
= Példa: X; az i-dik érmedobasnal a nyereményiink (1 Ft-ot
nyerunk, ha fej, 1Ft-ot vesztlink, ha iras), S, pedig az
Gssznyereménylink n jaték utan.




