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i Mliveletek eseményekkel

= Legyenek A,,... események.
= limsup A, : végtelen sok A,—hez tartozd
elemi események. Formalisan:
limsup A, = AU A

n=lk=n

= liminf A, : Azon elemi események,
amelyek véges sok kivételével minden
A.—ben benne vannak.
liminf A =0 N A

i Borel-Cantelli lemma

= Ha A, A,,... események és D P(A)<x»
akkor P(lim sup A,)=0. -
= Bizonyitas.
ahol IlmsupAn—nm:lkk:)nAk—!an
C.=UALC,2C,
Ebbdl

P(limsup A ) =P(limC,)=1limP(C,) < IimiP(AK) =0
nN—o0 n—o0 V'I*)O(/k:n

B-C lemma megforditasa

= Kellenek feltételek: Q=[0,1], A,=[0,1/n]
P="hosszlsag" esetén P(lim sup A,)=0, de

> P(A) ==

= Ha viszont az események fliggetienek, akkor
megfordithato (2. B-C lemma): ekkor

ZP(A) =w esetén P(lim sup A,)=1.

i=1,

:1—r|ni£1€£[n(l— P(A)) zl—mexp{—i P(A)}—1

i Nagy szamok erds torvénye

= Legyen Xy, X,,... fliggetlen, azonos eloszlasu m
varhato értékkel. Tegytik fel, hogy E(X*) véges. Ekkor

P[{w: Xy(@)+ X, (@) +..+ Xy (@) m}j=l

n n—o
azaz (X;+Xo+...+ X,)/n >m 1 valészinliséggel.
= Megjegyzés: a tétel allitdsa mar abbdl is kovetkezik,

hogy m véges (de a bizonyitas sokkal nehezebb erre
az esetre).

Bizonyitas.

E{i(xi —m)} —nE[(x, 7m)4]+6[2](E(X17m)2)2 <cn?

P ! < =
(ng)* (ng)* n?
amibdl a Borel-Cantellilemma miatt P(A,)=0, ahol

Zn:Xi | Zn:Xi(w)
>¢ P12

n eSoem|
Z(Xi—m)>ng]§ = al ¢

i=1

A =limsupi[-L—-m
n

—mao}—l— P(Lk)Al/k):l
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A nagy szamok torvényének
néhany alkalmazasa

= Korlatos valosziniiségi valtozokra teljesiil a nagy

szamok erds torvénye.,

= Monte Carlo modszerek: véletlen szamokat

hasznalnak

= A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasu, egymastol
fuggetlen véletlen szamokat szimulalunk: X;, X,,... és ezek
segitségével kozelithetiink példaul integralokat:

ML_,EU(XD fo Flx)dx

= Az egyenletes eloszldshdl mas eloszldsok is megkaphatdak

Konvolucio

= Fiiggetlen val6szinliségi valtozok dsszegének
eloszlasa

= Képlet az abszollt folytonos esetre:
fuw (@)= [ f(U) f, (z—u)du
= Bizonyitashoz a tefjes valdszinliség tétel megfelelSje
P(A) = [P(A| X =u)f, (u)du ebb
P(X +Y <2)= j fx(u)P(Xj—Y <z|X =u)du= jfx (U)P(Y < z—u)du

ezutan z szerint derivalva kapjuk az allitast.

Példak

= Exponencialis eloszlasok konvoltcidja (fiiggetlen,

azonos, A paraméter(i exponencialis eloszlasok
Osszegének slir(iségfliggvénye):
z z

hy ., (2)= j/le"“ﬂe"“’“)du = ﬂzje’“du =Nze™"

ha z>0 es 0 kiilénben. n tagu osszegre indukcioval
bizonyithatd, hogy az 6sszeg slirliségfiiggvénye

n,n-1,-4z
h,(2) = Aze”
(n=-1!
ha z>0 és 0 kiilénben (elnevezés: n-ed rendl, A
paraméter(i gamma eloszlas).

iEgyenIetes eloszlasok konvollciodja

= Flggetlen, azonos, a [0,1] intervallumon
egyenletes eloszlasok Gsszegének
stirliségfliggvénye):
J'ldu:z (0<z<))
fx +Y (2)= 1 0

[1du=2-2z (1<2<2)

z-1

= egyenletes eloszlas

Alkalmazasok

Korlatos valdszinliségi valtozokra teljestil a nagy szamok erés
torvénye.

Kérdés: lehet-e nemelfajult valdszinliségi valtozd a hatarérték?
Tétel: ha Xy, X,,... fliggetlen valdszinliségi valtozok, b,
szamsorozat, melyre b, o0 és (X;+Xp+...+ X;)/by =X

1 valdszinliséggel, akkor X 1 val6szinliséggel allandé.

Tétel. Ha X, X,... fliggetlen valészinliségi valtozok, b,
szémsorozat, melyre b, —co 1 valdszinliséggel, és (X;+Xo+...+
Xn)/b, =X sztochasztikusan, akkor X 1 valdszinliséggel allandé.
A bizonyitas Gtlete: sztochasztikusan konvergens sorozatnak

mindig kivalaszthatd 1 valdszinliséggel konvergens részsorozata.

i Gyenge konvergencia

= Definicio. X,—X gyengén, ha az
eloszlasfiiggvényeikre teljestil: F(z) —F(z) az F
minden folytonossagi pontjaban.

= Megjegyzés. Ez a konvergencia nem mond semmit a
valdszinliségi valtozok kdzelségérdl. Q=[0,1],
P="hosszUs4g", X,=Ij,0.51 X=Ij0.5,1] €setén F,(z2)=F(z),
azaz teljesiil a gyenge konvergencia.

= A fentiekbdl az is latszik, hogy a hatarértéknek csak
az eloszlasa érdekes.



http://www.randomservices.org/random/apps/SpecialSimulation.html
http://www.randomservices.org/random/apps/DiceExperiment.html

i Tulajdonsagok

= Azt nem célszer(i megkdvetelni, hogy F minden
pontjaban teljestiljon a konvergencia:

= Xp,=3.1, esetén X,—>X= 3, 1 valdszinliséggel.
F.(0)=1, de F(0)=0 (F balrdl folytonos). A tobbi
pontban teljesiil a konvergencia: F,(z) — 0, ha z<0,
F.(z) =1, ha z>0.

= Ha X,—X sztochasztikusan, akkor X,—X gyengén is.

= Def. X,—>X L,-ben, ha E(X,-X)? >0 (n—wx).

= A Csebisev egyenlGtlenség értelmében az L, -beli
konvergenciabdl kdvetkezik a sztochasztikus
konvergencia. (A nagy szamok gyenge torvényeinél is
L,—beli konvergenciat bizonyitottunk.)

i Generatorfiiggvény

= Legyen X nemnegativ egész értékii valdszinliségi
valtozd. A generatorfliggvénye
gx(2):=E(2¥)=P(X=0)+zP(X=1)+z2P(X=2)+...
= Tulajdonsagai:
= Véges, ha |z|]<1
= Meghatarozzaaz X eloszlasat:
= P(X=0)= gx(0)
= P(X=1)= gx(0)
« P(X=2)= g¢'(0)/2 stb.
= Ha X és Y fiiggetlenek, nemnegativ egész
értekliek: gy.v(z)= gx(z)gv(z), mert E(z*+Y)=
E(z¥z¥)= E(z¥) E(2") a fliggetlenség miatt.




