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i 1. eloadas: Bevezetés

= Irodalom, kdvetelmények

= A félév célja

= Valoszinliségszamitas targya
= TOrténet

= Alapfogalmak

= Valdszinliségek kiszamitasa

Irodalom

= Hozzaférhet jegyzetek

Arat6-Prokaj-Zempléni: Valészinliségszémités elektronikus
jegyzet (sajat honlapomon)

Balazs M., Téth B.: Valdszin(iégszamitas 1. jegyzet
matematikusoknak és fizikusoknak. Elérési helye:
http://math.bme.hu/~balazs/vsz1jzetb-t.pdf

Tankonyvek:

= Prékopa: Valdszinliségelmélet

= Rényi: Valdszinliségszamitas

= S. Ross: A First Course in Probability

= Példatar

. Bolgné,rnlé-ljflogyorg')qi-Prékopa-R,e,':nyi-S,zész:

Valoszinliségszamitasi feladatgy(jtemény

i Szamonkérés

= Gyakorlati jegy: csoportonkénti zh-k
alapjan

= Vizsga: irasbeli, kés6bb egyeztetendd
id6épontban. Vizsgapontok szerezhetéek
az el6adason, villamkérdések irasbeli
megvalaszolasaval is

= El6adasok anyaga:

zempleni.elte.hu/valsz1_19.html

i Cél

= Valoszinliségszamitas alapjainak
ismertetése

= Feladatmegoldasi készség kialakitasa
(els6sorban gyakorlaton)

= Alkalmazasi lehet6ségek bemutatasa
(szimulaciok, véletlen szamok stb.)

= Matematikai statisztika (kovetkez6
félév) megalapozasa

Valoszinliségszamitas helye a
tudomanyok kozott

= Matematikai tudomany, mert precizen
megfogalmazott axiomaxra épdil.

= Gyakorlati alkalmazasai: statisztikai
kovetkeztetések levonasa (pl.: ha egy
érmével 1000 dobasbdl 550 fej jott ki,
akkor 99.9% valdszinlséggel allithato,
hogy az érme nem szabalyos).



mailto:zempleni@caesar.elte.hu
http://math.bme.hu/~balazs/vsz1jzetb-t.pdf

Torténeti attekintés 1.

= ElsG ismert feladat 1494-bdl: jaték id6 el6tti
abbahagyasa esetén hogyan osztozzanak?
Helyes megoldas t6bb, mint 100 évvel
késGbbi: Pascal (1623 — 1662), Fermat (1601
- 1665)

= Konnyen adhaté szimulacidés megoldas (preciz
szamitas a gyakorlaton)

= Cardano (1540 kortil) kényvet irt a
kockajatékokhoz kapcsolddo
valoszinliségszamitasi kérdésekrol

Torténeti attekintés 2.

= de Mére lovag kérdése:
= Egy kockaval négyszer dobva elény6s arra
fogadni, hogy lesz hatos, de 2 kockaval 24-szer
dobva mar nem el6nyds arra fogadni, hogy lesz
(6,6) a dobasok kozott.
= Megoldas: Pascal, Fermat (1654)
= Huygens (1657): Az els6
valdszinliségszamitas konyv
= de Witt, Halley (1671): életjaradék-szamitas
valdszinliségi alapon

i Torténeti attekintés 3.

= Jacob Bernoulli (1713): Ars Conjectandi
(nagy szamok torvénye)

= XVIII-XIX. sz: Moivre, Bayes, Gauss,
Poisson

= Buffon: geometriai valdszin(iség
bevezetése — paradoxonok

= XIX.sz: Csebisev, Markov, Ljapunov

Torténeti attekintés 4.

= Axiomatizalas: Kolmogorov (1933)
= Modern alkalmazasok:

= Informaciéelmélet (Shannon)

= Jatékelmélet (Neumann)

= Matematikai statisztika (Fisher)

= Sztochasztikus folyamatok
= Magyar tuddsok:

= Jordan Karoly (1871-1959)

= Rényi Alfréd (1921-1970)

i Véletlen kisérletek

= Olyan kisérletekkel foglalkozunk,
amelyek eredményét nem tudjuk eldre
biztosan megmondani (kockadobas,
lottdhuzas, meteoroldgiai, tzsdei
események stb).

» Az 0sszes lehetséges eredmény:
eseménytér.

i Alapfogalmak

= Eseménytér

= Kisérlet egy lehetséges kimenetele: elemi
esemény, jeldlése w.

= Elemi események Osszessége: eseménytér,
Q.

= Q részhalmazai: események (A4,5,G...).

= Esemény akkor kovetkezik be, ha az 6t
alkotd elemi események valamelyike
bekovetkezik.




i Példak

= Kockadobas: Q={1,2,...,6}. Ha az A esemény:

paros szamot dobtunk, akkor 4={2,4,6}.

= Ermét kétszer feldobva: Q={1I IF,FLFF}
A={II,IF} az az esemény, hogy az els6 dobas
iras.

= Ermét addig dobunk, mig fejet nem kapunk.
Q={FRIFRIF..,w,} ahol w, =III... (azaz
minden dobas iras)

i Események

= Esemény: Q részhalmaza

= Specidlis események:
= Q (biztos esemény)
= & (lehetetlen esemény)

= Az események Osszessége: 4
(halmazrendszer Q részhalmazaibdl)

= Miveletek eseményekkel: szokasos
logikai miveletek = halmazmuveletek

i M(iveletek eseményekkel

= AUB: vagy A vagy B bekdvetkezik (az is
lehet, hogy mindkettd) P
Lo

= A~B: Aés Bis bekovetkezik

= Aesemény ellentettje: A (1L 1

i Tulajdonsagok

A\B=ANB

AUB=ANB
(De Morgan)

K=A ﬁ:@

i Példak

= Kockadobas:
A={paros szamot dobunk}
B={legalabb 3-ast dobunk}
A~B={4,6}
AUB={2,3,4,5,6}
A\B={2}
A={1,3,5}

i Valdszinlség

= Szemléletes megfelelGje: relativ gyakorisag.
Ha n egymastdl fliggetlendil, azonos
korllmények kdzott végrehaijtott kisérletbdl
az adott A esemény k-szor kovetkezett be,
akkor a relativ gyakorisag /1.

= Nagy rre a relativ gyakorisag egy fix szam
koril ingadozik: ezt nevezziik az A
valoészinliségének.Kocka-kisérlet



http://www.randomservices.org/random/apps/DiceExperiment.html

A valoszinlség

n Jele: AA)
= A relativ gyakorisag tulajdonsagaibol:
= Nemnegativ: P(A) >0 minden A-ra
= Egymast kizaré eseményekre, azaz, ha
ANB= @: P(AUB)=P(A)+P(B)
(additivitas)
. AQ)=1
» (Q, A4,P): valoszindségi mezo

i Tulajdonsagok 1.

= Additivitds 7 eseményre: ha 4, 4 , ...,
A, paronként kizaré események, akkor

P(AUA, U..UA)=P(A)+P(A)+..+P(A)

Bizonyitas: indukcidval.

] P(@)=0

Bizonyitas: Q= QU @ felbontasbdl és az
additivitasbdl

Tulajdonsagok 2.
P(A\B)=P(A)-P(ANB)
Bizonyitas: A= (AnB)u (A\B) felbontasbdl
és az additivitasbol
P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB)
Bizonyitas: AuB= B (A\B)
felbontasbdl, az additivitasbdl és az
el6z6 tulajdonsagbdl.

Eseménytér

= Nem mindig lehet minden AcQ
esemény (pl. nagy —
megszamlalhaténal nagyobb — Q
esetén), ezért az 4 esemény-rendszer
struktaraja: o-algebra.
. Qe 4
> Aea—> A e A(azaz Azart a
komplementer-képzés mliveletére)
s A zart a megszamlalhatd unié miiveletére

i Példak o-algebrara

L ={®IQ}
n A ={®IAI Kl Q}

= Q minden részhalmazabdl allé
halmazrendszer (hatvanyhalmaz, ®(Q))

Eolmogorov-féle valdszinlségi mez6

= (R, A4,P): Kolmogorov-féle
valoszindségi mezo, ha

=  Q nemires halmaz

= A4 az Q részhalmazainak o-algebraja

= P:.A— [0,1] halmazfliggvény
(valészinliség) , melyre

. P(Q)=1

. o-additivitas: ha A4, 4, , ..., paronként
kizar6 események, akkor

P(AUAU..)=P(A)+P(A)+..




Véges valdszinlségi mez6

Q={a)ll W I"'lwﬂ}l ﬂ: G’(52)
Jelolés p,-=P(a),—).

Z P =ZP(w,) =P(Q)=1
az additivitasbol.
P(A) =P(U;,a®) = z Pi

ilweA

Azaz a p, nemnegativ, 1 6sszegli szamok
meghatarozzak a valoszinliséget.

Klasszikus valdszinliségi mezd 1

p;=1/n minden Fre (azonos
valoszinlsegliek az elemi események).

k ,
Ekkor P(A) = o ahol kaz A elemszama,

n pedig az 6sszes esetszam.

Masképpen: A A)=kedvez0 esetek szama/
Osszes esetszam.

ilasszikus valoszinlségi mez0 2

= A klasszikus val6szinliségi mez6
alkalmazasa el6tt mindig meg kell
gy6z06dni a feltételekrol!

= Példa: sziiletésnap
= Sokaig a valdszinliséget altalaban is igy

prébaltak definialni, de ez nem fed le
minden esetet.

i Visszatevéses mintavétel

= N termék, melybdl Mselejtes
= 1 elem( minta visszatevéssel
= A: pontosan & selejtes van a mintaban

0D (1]

azaz a valodszinliség kifejezheté a p=M/ N selejtarany
segitségével: n e
P(A) =(k]p (L-p)

Mintavétel

i Visszatevés nélkili mintavétel

= N termék, melybGl M selejtes
= 17 elem(i minta visszatevés nélkil
= A: pontosan & selejtes van a mintaban

(k=0,...,n)
[M](N —M]
p(A):$

(NJ
) , n
Mintavétel

i Tovabbi lehetdségek

= Elektronok energia-szintek kozotti
megoszlasai, Bose-Einstein statisztika:

= A lehetGségek szama (n részecske, k
energia-szint)

win k) :[n +:—1J
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A valoszinliség tovabbi
tulajdonsagai

A valdszinliség végesen is additiv:

ha Ay, 4, , ..., A,paronként kizar6 események,
akkor

P(AUA U..UA)=P(A)+P(A)+..+P(A)

Bizonyitds. A,.i= Apyz =...= & vélasztassal
alkalmazzuk a o-additivitast.

Tehat a korabban belatott tulajdonsagok a
Kolmogorov-féle valdszinliségi mezbre is
érvényesek.




